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يكي از مهمترين مشكلات در علوم مهندسي تخمين متغيرهاي كمي با           •
. استفاده از اندازه گيري ها است       

: تخمين شامل موارد زير مي گردد     •

.تخمين سيگنال بر اساس اندازه گيري هاي نويزي–
. هاتخمين حالت هاي سيستم بر اساس اندازه گيري هاي نويزي خروجي و حالت –
.تخمين پارامترهاي يك تابع–

مقدمه
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: كاربرد تئوري تخمين  •
فضا-سيستم هاي هوا  •
مخابرات  •
صنايع توليدي  •
مهندسي پزشكي  •

: مثالهايي از كاربرد عملي تخمين    •
ه توسط    تخمين موقعيت يا سرعت واقعي هواپيما بر اساس موقعيت اندازه گيري شد            •

.رادار
.تخمين پارامترهاي يك فرآيند در يك سيستم توليدي        •
.ECGتخمين ضربان قلب يك فرد با استفاده از سيگنال          •

مقدمه
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tتابعي حقيقي از متغير پيوسته زمان   

تخمين سيگنال  
:  Sig( l ) nas t

 ( )) ,)( ,(s tz vg tt t
z(t)   سيگنال توليد شده از s(t)   كه بيان رياضي آن عبارت 

: است از

:  noise or disturb( ) ancev t

 توسط  s(t) مي توان سيگنال يا مقادير اندازه گيري شده از سيگنال     z(t) به عنوان مثال
.سنسور باشد
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سب سيگنال و نويز  در بسياري از كاربردها فرم ساده تري از مقدار اندازه گيري شده بر ح    
:ارائه مي گردد كه عبارت است از

تخمين سيگنال  

)( )) ((s tz t v t 

. در اين حالت نويز به صورت جمع شونده با سيگنال تركيب مي شود   
يا ناشي از يك منبع   /اين نويز مي تواند ناشي از تغييرات فيزيكي سنسور مانند گرما و   

.خارجي باشد
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 Target(يكي از مثال هاي مهم در مدل نويز حمع شونده مساله تعقيب هدف   
Tracking ( كه سيگنال اندزه گيري شده از روي رادار كاملا نويزي است و      . است

از ديگر مثال هاي اين نوع توصيف   . نويز ان از نوع جمع شونده در نظر گرفته مي شود    
. است EEG و   ECGسيگنال هاي 

تخمين سيگنال  

)( )) ((s tz t v t 

ه علت آن  اگر چه نويز جمع شونده مهمترين روش توصيف اثر نويز بر سيگنال است ك   
وليكن تنها روش نبوده و اثرات تمامي نويز ها    . را ميتوان سهولت در تحليل دانست

.را نيز به اين روش نمي توان توصيف نمود    
: م برداز ديگر روشهاي توصيف اثر نويز بر سيگنال، مي توان نويز ضربي را نا    

)( )) (.(s tz vt t
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با استفاده از    s(t)يكي از مسائل مهم در علوم و مهندسي باز سازي سيگنال واقعي  
يا  / وتخمين كه اين مساله را يك نوع مساله   . است z(t)سيگنال اندازه گيري 

.  است فيلترينگ
را توليد مينمايد نيز تخمينگر يا فيلتر ناميده مي      s(t)ابزاري را نيز كه تخمين سيگنال  

. شود

تخمين سيگنال  
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يناميكي همانطور كه در رويتگرها نيز مشخص بود، بطور كلي تخمينگر يك سيستم د 
 tدر زمان   z(t) به صورت يك تابع ساده از   tمقدار تخمين زده شده        در زمان      . است

.قابل بيان نيست

) Estimator(تخمينگر 
ˆ( )s t

  ˆ                                

Causal Estimato

(

r: 

) ( ) : ,s t z t t     

.در يك بازه خاص      مي باشد         مقادير بلكه مقدار تخميني تابعي از ( )z 

  ˆ                                ( ) ( ) : ,

                                Wher

Non-Causal Estim

e, 

ator  

0

:

s t z t a t

a
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در اين   . باشدتخمينگر هاي علي ارائه شده خطي است اگر و فقط اگر تابع        خطي       
.حالت مقدار تخميني         به صورت زير قابل بيان خواهد بود       

Linear( تخمينگر خطي   Estimator(


ˆ( )s t

ˆ                                ( ) ( , ) ( )

                                

Non-Causal Estimator:

Where, 0

 
t a

s t h t z d

a

  










ˆ                                           

Causal Linear Est

 ( ) ( , ) (

imat : 

)

or
t

s t h t z d  


 

.پاسخ ضربه تابع تخيمينگر مي باشد          كه     ( , )h t 

 real timeتخمينگرهاي غير علي به صورت 
قابل استفاده نيستند و فقط در محاسبات  

off-line كاربرد دارند  .
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. تخمينگر هاي خطي ارائه شده در اسلايد قبلي متغير با زمان هستند 
خواهند بود اگر و فقط اگر تابع   ) LTI( در صورتي اين تخمينگرها خطي نامتغير با زمان   

.باشدتخمينگر            به صورت تابعي از تفاضل             قابل بيان                 
به عبارت ديگر

LTI(تخمينگر خطي نامتغير با زمان      Estimator (


ˆ                                                  

Linear Causal Time-invaria

  ( ) ( ) ( ) ( )*

nt Estimato

( )

r: 
t

convolution
s t h t z d h t z t  



  

t=0.     در به ازاي اعمال تابع ضربه  tپاسخ ضربه تخيمينگر است در زمان           كه ( )h t

( , )h t t 

( , ) ( )h t h t  

( )t
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: با استفاده از تبديل فوريه 

توصيف فركانسي تخمينگر خطي نامتغير با زمان       

:در نتيجه

( ) ( ) j tS s t e dt






 

.كه        متغير فركانس برحسب راديان بر ثانيه است     

ˆ( ) ( ) ( )S H Z  

.كه        پاسخ فركانسي تابع تبديل تخمينگر مي باشد
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رت خواهد بود از   با توجه به معادلات ارائه شده براي تخمينگر، طراحي تخمينگر خطي عبا 
.   تعيين تابع                   

ا             كفايت            اگر تخمينگر خطي نامتغير با زمان درنظر گرفته شود تعيين         ي     
.خواهد كرد

خروجي تخمينگر خطي به صورت   -با فرض اينكه                              است رابطه ورودي                  
زير خواهد بود 

طراحي تخمينگر 
( , )h t 

( )h t( )H 

( ) ( ) ( )z t s t v t 

 ˆ( ) ( , ) ( ) ( )

     ( , ) ( ) ( , ) ( )

s t h t s v d

h t s d h t v d
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حوزه فركانس به  اگر تخمينگر خطي نامتغير با زمان درنظر گرفته شود معادلات قبلي در 
: صورت زير قابل بيان خواهد بود 

طراحي تخمينگر 

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )S H S H V     

ام پذيرد كه اين معادلات نشان مي دهد كه طراحي تخمينگر لازم است به گونه اي انج  
به عبارت ديگر تخمينگر لازم . نويز         را دفع كرده و سيگنال        را عبور دهد           
:است در حوزه فركانس به گونه اي طراحي شود كه   

( )s t ( )v t

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0

H S S

H V

  
 




 و سيگنال معادلات فوق در صورتي كاملا برآورده مي گردند كه پاسخ فركانسي نويز 
.اشتراكي نداشته باشند
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پاسخ فركانسي  به هر حال موارد  زيادي وجود دارد كه طراحي تخمينگر  بر اساس ايده    
در اين حالت روشهاي پيشرفته تخمين لازم است  . سيگنال  و نويز امكان پذير نيست 

.كه ما را به سمت طراحي فيلتر وينر و كالمن هدايت مي نمايد   

من با استفاده از ايده    كه فيلتر وينر با استفاده از ايده حوزه فركانسي سيگنال و فيلتر كال   
.هاي حوزه زمان عمل خواهد نمود   

طراحي تخمينگر 
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 مي پذيرد و  با توجه به اينكه بيشتر اندازه گيري ها به صورت گسسته در زمان صورت 
 لازم است   پردازش سيگنال نيز با استفاده از كامپيوترهاي ديجيتال انجام مي شود 

گيري  مساله تخمين در حوزه گسسته در زمان نيز بررسي شده و در اين حوزه پي    
. شود

به اين منظور

تخمين بر اساس اندازه گيري هاي گسسته در زمان      

   ( ) ( ), ( ),    ( ) ( ), ( ),z nT g s nT v nT nT z n g s n v n nT  

.عبارت است از زمان نمونه برداري  Tكه 
توليد تخمين             در اين حالت مساله مورد نظر ما به عنوان تخمين عبارت خواهد بود از     

. iاز           با استفاده از         در بازه اي از مقادير صحيح                 
: كه به عنوان يك تخمينگر علي ميتوان فرم كلي زير را  معرفي نمود 

ˆ( )s n
( )s n( )z i

  ˆ( ) ( ) : ,s n z i i n n   
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تخمينگر هاي خطي گسسته در زمان    
اختاري به  مشابه حالت پيوسته در زمان نيز يك تخمينگر علي خطي گسسته در زمان س

: صورت زير دا

n

ˆ( ) ( , ) ( )                           (1.15)
n

i

s n h n i z i


 

ي كه ورودي ضربه كه                عبارت است از خروجي تخمينگر در مرحله     ام وقت              
. به آن اعمال شده است iواحد در زمان  

( , )h n i

The  discrete-time counterpart esnoncausa timal tor:

ˆ( ) ( , ) ( )              (1.16)

         :  positive integer

n q

i

s n h n i z i

q
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 گسسته در زمان  LTIتخمينگر هاي    
باشد  n-i است اگر و فقط اگر تابع              تابعي از               LTIيك تخمينگر ) 1.15(تخمينگر 

و  
( , ) ( )h n i h n i 

: در اين حالت معادلات تخمينگر به صورت زير در خواهد آمد   

ˆ( ) ( ) ( ) ( )* ( )              (1.18)
n

i

s n h n i z i h n z n


  

( , )h n i



10

Estimation Theory                                      
by: Dr B. Moaveni

19

مثالي از يك تخمينگر ساده     
:فيلتر ميانگين

   1 1
ˆ( ) (1) (2) ( ) (1) (2) ( )s n z z z n s v v v n

n n
         

:با استفاده از فيلتر ميانگين

( )

( ) ( ),   1, 2,

s n s

z n s v n n


   

1

ˆ( ) ( , ) ( )
n

i

s n h n i z i


 1
( , )h n i

n
 فيلتر ميانگين فيلتر خطي 

.است

.فيلتر ميانگين متغير با زمان است
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توصيف حوزه فركانس تخمينگر گسسته در زمان    

:تخمين پارمترهاي سيگنال

: ( ) ( )
ˆ  ( ) ( )(1.18 () )  

j j n

n

DTFT S e s n e
j j jS e H e Z e

 

  






 
  

:در بسياري از كاربردها، يك سيگنال گسسته قابل بيان به صورت زير است 

1

( ) ( )                (1.20)
q

j j
j

s n n 



1 2, , , :   constant as parameters of signalq  

1 2( ), ( ), , ( ) :   known function of qn n n n  
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تخمين پارامترهاي سيگنال     

اساس مقادير اندازه گيري   مساله اصلي در اينجا تخمين پارمترهاي                          بر                  
شده 

( ) 1

s

n







1 2, , , q  
 ( ) ( ), ( ),z n g s n v n nT

If    ( )s n s

1If    ( ) j
j n n  1

1

( )                    (1.20)
q

j
j

j

s n n 





)Least Square(  روش كوچكترين مربعات خطا   :راه حل 
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تخمين حالت   
رهاي يكي از محل هاي استفاده تخمينگر ها مدل هاي فضاي حالت و تخمين متغي   

.حالت است

( ) :    process noise

( ) :     measurement noise

t

v t



1 1

1 1

( ) ( ) ( )            (1.21)       State model

( ) ( ) ( )                (1.22)        Measurement equation
N m

p p

x t Ax t B t

z t Cx t v t

 

 

 
 



ها است با استفاده مساله اصلي در اين كاربرد توليد          به عنوان تخميني از حالت          
. از اندازه گيري هاي  انجام شده            براي                                         

ˆ( )x t
( )z 0 t 

 Kalman-Bucy filter:
ˆ( )

ˆ ˆ   ( ) ( ) ( ) ( )
dx t

Ax t K t z t Cx t
dt
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)Tracking an Object(مثال 
 مساله تعقيب يك شيء كه شامل دنبال كنندگي موقعيت و سرعت آن شيء است 

. ميتواند يكي از مثال هاي عملي در تخمين محسوب گردد 
وان به  با فرض اينكه شيء داراي سرعت ثابت باشد  حركت آن در سه محور را ميت  

 را مدل نماييم    xاگر بخواهيم حركت در محور . صورت جداگانه در نظر گرفت 
.ميتوان آن را بصورت معادله حالت زير توصيف نمود  

1

1

( )0 1( )
( )        where: ( )

( )0 0

x tdx t
x t x t

x tdt

  
    
   

زه گيري به  در اين حالت رادار موقعيت شيء را به صورت يك متغير داراي نويز اندا   
.صورت زير ارائه مي نمايد 

 1( ) ( ) 1( 0 ( ) ( )) x t v t x vz t t    

Estimator
1

1

ˆ ( )

ˆ ( )

x t

x t
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)Tracking an Object(مثال 
ت معادلات اغلب تخمينگر ها به صورت گسسته در زمان عمل مي نمايند، لذا لازم اس  

: حالت به صورت گسسته در زمان ارائه شود

( 1) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x n x n n

z n Cx n v n

   
  

1 1

1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
N m

p p

x t Ax t B t

z t Cx t v t

 

 

 
  


0

AT

T
A

e

e Bd 







 

:در نتيجه براي اين مثال 
1

( 1) ( )
0 1

( ) ( ) ( )

T
x n x n

z n Cx n v n
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استفاده از مدل حالت در تخمين سيگنال       
. را برآوررده مي نمايند  Nدسته بزرگي از سيگنال ها معادلات ديفرانسيل از مرتبه   

.ين زد اين دسته از سيگنال ها را با استفاده از مدل فضاي حالت مي توان تخم    

1

(1)
2

( 1)

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )N
n

x t s t

x t s t

x t s t









( ) ( 1) (1)
1 1 0( ) ( ) ( ) ( ) 0N N

Ns t a s t a s t a s t
    

( )
( )

( ) ( )

dx t
Ax t

dt
s t Cx t

 

 

 

0 1 1

0 1 0

0
,   1 0 0

0 0 1

N

A C

a a a 

 
 
  
 
    


  






( ) ( ) ( )z t Cx t v t 
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استفاده از مدل حالت در تخمين پارامترهاي سيگنال          
خمين مساله تخمين پارمترها كه پيش از اين مطرح شد را مي توان به مساله ت      

.متغيرهاي حالت تبديل نموده و حل كرد  

  ,    1, 2, , .i ix i q   

1

(1.20)     ( ) ( )
q

j j
j

s n n 


 

( 1) ( )  q qx In x n    

:با توجه به اينكه ضرايب ثابت هستند

( ) ( ) ( ( ) ( ) ) () ( )z n n x ns n x n vn n  
هستند   nهمانگونه كه مشخص است در اين حالت ضرايب تخمين زده شده تابعي از    

.كه با گذشت زمان به سمت مقادير واقعي همگرا خواهند شد 
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)Least Square Estimation( تخمين كمترين مربعات      

وش  تخمين كمترين مربعات يكي از روشهاي قدرتمند تخمين است كه بر پايه ر    
اين روش يك روش غير تصادفي تخمين    . كمترين مربعات بنا نهاده شده است

مل است، به عبارت ديگر در اين روش اندازه گيري ها و متغيرهاي مد نظر ع   
. تخمين نويزي نيستند

:در ادامه روش كمترين مربعات براي دو هدف زير مد نظر قرار مي گيرد  

. تخمين پارامترهاي سيگنال 1.

.تخمين متغيرهاي حالت در مدل فضاي حالت  2.
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تخمين پارامترهاي سيگنال با استفاده از روش كمترين مربعات
:  يك سيگنال گسسته با توصيف زير در نظر بگيريد

1

(1.20)     ( ) (  )  ( ) ( )
q

j j
j

s n n s n n  


  
1

1 2 unknown         , , , :   consta       nt and =q

q


   



 
 
 
  



1 2

1

( ), ( ), , ( ) :   known function of 

                                                          ( ) ( ) ( )

q

q

n n n n

n n n

  

     





Measurments of signal: ( ) ( ) ( )z n s n v n 

:   با استفاده از nTمشابه قبل هدف يافتن          به عنوان تخمين      است در زمان               ˆ( )n

(1), (2), , ( )z z z n
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تخمين پارامترهاي سيگنال با استفاده از روش كمترين مربعات
با عنوان          را          با استفاده از مقدار تخمين زده شده           ميتوان سيگنال جديدي           

. ساخت كه تخميني از سيگنال واقعي         مي باشد       

با استفاده از           ميتوان در           i<nهمچنين مقادير تخميني از سيگنال را در بازه     
.اختيار داشت

ˆ( )nˆ( )s n

( )s n

ˆ( )n

ˆˆ( ) ( ) ( ),                           (1.35)s i i n i n  

( ) ( ) ( ),        (1.34)s n n n 

         با مقدار                حال ميتوان مجموع مربعاتي را به صورت زير ارائه نمود كه اگر تخمين      
) 1.36( مربعات در رابطه برابر بوده و                                          باشد مجموع                            

.صفر خواهد گشت 

ˆ( )n
( ) 0,   1, 2, ,v i i n  

     2 2 2
ˆ ˆ ˆ. . (1) (1) + (2) (2) ( ) ( )                      (1.36)S S z s z s z n s n     
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تخمين پارامترهاي سيگنال با استفاده از روش كمترين مربعات
مقدار مثبتي را نتيجه   وليكن در صورتي كه          با          برابر نباشد مجموع مربعات             

 مقدار   خواهد داد كه اندازه آن بستگي دارد به فاصله مقدار تخين زده شده از   
. واقعي

  حداقلف لذا مجموع مربعات را ميتوان به صورت يك تابع خطا در نظر گرفت كه هد   
. نمودن مقدار آن است با استفاده از تخمين درست                  

حداقل   را مينيمم مينمايد را تخمين    ) 1.36(تخمين         كه تابع مربعات خطاي      
.   در زمان           مي نامند         از      )LS(مربعات خطا 

از پارامترهاي   ) Least Square( به منظورمحاسبه تخمين كمترين مربعات خطا *** 
به . به صورت برداري بازنويسي گردد) 1.36(ابتدا لازم است رابطه    s(n)سيگنال 

: اين منظور

ˆ( )n

ˆ( )n
ˆ( )n



nT

1

(1) (1)

(2) (2)
,          

( ) ( )

n n

n n q

z

z
Z

z n n
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تخمين پارامترهاي سيگنال با استفاده از روش كمترين مربعات
: را مي توان به صورت زير بازنويسي نمود   )1.36(در نتيجه رابطه 

ˆ ˆ. . ( ) ( )
T

n n n nS S Z n Z n         

ميتوان از ايده     .S.Sبه منظور محاسبه تخمين            با استفاده از حداقل سازي تابع           
:در اين صورت  . مشتق گيري جزئي نسبت به            استفاده نمود      

ˆ( )n
ˆ( )n

( . .) ˆ2 ( ) 0
ˆ( )

T
n n n

S S
Z n

n



       

ˆ( )             (1.38)T T
n n n nn Z   

1ˆ( )              (1.39)T T
n n n nn Z


     

شرط كافي براي محاسبه           از اين         
رابطه و يا به عبارت ديگر معكوس  

پذير بودن            اين است كه          
.باشد  qرتبه ماتريس        برابر     

ˆ( )n

T
n n 

n
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تخمين پارامترهاي سيگنال با استفاده از روش كمترين مربعات
:چند نكته مهم 

. باشد باشد اين است كه    qشرط اينكه رتبه ماتريس          برابر      –
به عبارت ديگر تعداد دسته اطلاعات اندازه گيري شده از تعداد ضرايب       

.مجهول بيشتر باشد 

ارائه مي نمايد كه    nTتخميني از    در زمان   ) LS( تخمين حداقل مربعات   –
گفته مي شود، چرا كه براي محاسبه آن به تمامي        batchبه آن روش 

پر .         نياز است اطلاعات و اندازه گيري هاي                                         
.  قابل استفاده مي باشد   off-lineواضح است كه اين روش به صورت     

شرط كامل بودن رتبه ماتريس           در اصل يك محدوديتي است بر        –
. روي تابع هاي          به عنوان تابع هاي زماني توصيف كننده سيگنال    

n

(1), (2), , ( )z z z n

n
( )j n



n q
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تخمين پارامترهاي سيگنال با استفاده از روش كمترين مربعات
)Recursive Least Square( فرم بازگشتي روش كمترين مربعات        

 بزرگ   nسنگيني محاسبات در زماني كه مقدار      ) 1: (با توجه به دم علت مهم
 پارامترها، روش كمترين مربعات     onlineنياز به محاسبه  )  2(مي شود و  
.ارائه گشته است ) RLS( بازگشتي 

1 1

1 1

( 1) ( 1)               (1.40)

( 1) ( 1)              (1.41)

T T T
n n n n

T T T
n n n n

Z Z n z n

n n



 
 

 

     

       

1 1

1 1

1 1 1

( 1) ( 1)
   (1.42)

1 ( 1) ( 1)

T T T
n n n nT T

n n n n
T T
n n

n n

n n

 

 

 
 

  

                             

.با استفاده از معادلات زير كه درستي آنها به سادگي قابل بررسي است

: با استفاده از قضيه معكوس سازي ماتريس
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RLSتخمين پارامترهاي سيگنال با استفاده از روش 

:خواهيم داشت) 1.39( در n به جاي n+1با جايگزاري 

: خواهيم داشت) 1.43( در )1.40( و ) 1.42(با جايگزاري 

1

1 1 1 1
ˆ( 1)              (1.43)T T

n n n nn Z


         

1

1 1

          (1.44)

                      

ˆ ˆ ˆ(

   (1.45

1) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( )  

( 1)
( )

1 ( )
)

1 ( 1)

T T
n n

q
T T
n n

n n K n z n n n

n
K n

n n
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RLSتخمين پارامترهاي سيگنال با استفاده از روش 

ميتوان محاسبات            و                  را به صورت ) 1.42(و ) 1.45(با توجه به رابطه 
. بازگشتي انجام داد

1T
n n


    ( )K n

 

1

1 1

1 1

1 1

1

1

1
( 1) ( 1)

                  (

1

1) ( 1)

( 1) ( 1)

( ) ( )

T
n nT T

n n n n

T T T
n n n

T T
n n

T T
n

n n

n

n

n

n n

K n n n

n

I K n



 



 


 

 

  





                  

                  

 
     











1T
n n nP


    

 1

( 1)

1 ( 1) ( 1)

ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( )

( 1)

( )

( )

( )

n

n

n

T

T

n

K n

K

n

n n

n n z n n n

P I n

P

P

P

n

K n
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RLSتخمين پارامترهاي سيگنال با استفاده از روش 

در پروسه تخمين ) LS(بسيار موثرتر از روش مربعات ) RLS(روش مربعات بازگشتي 
.به كار گرفته مي شود

 :RLSنكاتي مهم در خصوص استفاده از روش          

اگر هيچ اطلاعي از مقدار   .  به مقدار اوليه تخمين       نياز دارد  RLSروش  –
. اوليه وجود نداشته باشد مي توان مقدار آن را برابر صفر در نظر گرفت     

 rمقدار .  بدست آيندrاولين تخمين هاي مناسب ميتوانند در مرحله      –
كوچكترين مقدار صحيحي است كه به ازاي آن ماتريس             معكوس            

.پذير مي باشد
مقدار ماتريس     نيز لازم است در شروع الگوريتم مقدار دهي شود كه         –

   .پيشنهاد مناسب براي آن عبارت است از                                 

̂

0P

T
r r 

0 ,    0P I  
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مثال
( )s n s

1

1
  

1

n

 
 
   
 
 
 



( ) ( )z n s v n 

( ) 1

   

n

s





 

  T
n n n   

1

1

1ˆ( ) ( )
n

T T
n n n n

i

n Z z i
n






       
LS

RLS

 

1
1

( )
1 11

1ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( 1) ( )
1

nK n
n

n

n n z n n
n

  




  

      

. نتيجه مشابه نتيجه تخمين فيلتر ميانگذر است
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)WLS(روش كمترين مربعات وزن داده شده 

ˆ ˆ. . ( ) ( )              where,  :  Symmetric positive definiten n

T

n n n nS S Z n Z nW W         

:اگر ماتريس         قطري باشد

 2

1

ˆ. . ( ) ( )
n

i
i

S S w z i s i


 

nW
1 0 0

0 0

0 0
n

n

w

W

w

 
   
  



 ضريب فراموشي اطلاعاتهمانگونه كه مشخص است از      ها ميتوان به عنوان 
:بطوريكه. استفاده نمود

1

0  as  1
n

i

w

w i


  

iw
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)WLS(روش كمترين مربعات وزن داده شده 
Weighted Least Square:

1ˆ( ) T T
n n n n n nn W W Z


     

Weighted Recursive Least Square :

1

2

0 0

0 0
If              :  forgetting factor

0 0

0 0 1

0< 1

n

n

nW










 
 
 
 
 









 


 

1

1 1

1 1

1 1

( 1)
( )

( 1) ( 1)

( ) ( 1)

T T
n n n

q
T T
n n n

T T
n n n n n

W n
K n

n W n

I K n n W
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)WLS(روش كمترين مربعات وزن داده شده 

Recursive Least Square with Forgetting Factor:

:  forgetting fa r0< o1 ct 

 
1

( 1)
( )

( 1) ( 1)

ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( )

( ) ( 1)

T
n

T
n

n
n

P n
K n

n P n

n n K n z n n n

I K n n P
P
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LSتخمين حالت ها با استفاده از روش  

1

( 1) ( )                  (1.54)

( ) ( ) ( )               (1.55)
N N

N

x n x n

z n C x n v n




  

 

مشابه قبل هدف تخمين حالت ها است با استفاده از اندازه گيري هاي  
(1), (2), , ( )z z z n

را مي توان در جهت  ) 1.54(با فرص اينكه ماتريس      معكوس پذير است معادله 
:عكس به صورت زير حل نمود



( ) ( ),       1, 2, ,                   (1.56)n ix i x n i n    
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LSتخمين حالت ها با استفاده از روش  

): 1.56(تا ) 1.54(با استفاده از روابط 

( )                   (1.58)n n nZ U x n V 

1

2

(1) (1) (1) (1)

(2) (2) (2) (2)
( )          (1.57)

( ) ( ) ( ) ( )

n n n

n

n

Z V U

z Cx v vC

z Cx v vC
x n

z n Cx n v n v nC

 

 

        
                   
        
        

        

   

  

:در نتيجه تابع مجموع مربعات را مي توان به صورت زير نوشت

   . . ( ) ( )                       (1.59)
T

n n n nS S Z U x n Z U x n  
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LSتخمين حالت ها با استفاده از روش  

و مساوي صفر قرار دادن،   x(n)نسبت به  ) 1.59(با گرفتن مشتق جزئي از معادله 
:تخمين متغيرهاي حالت به صورت زير قابل محاسبه است

1

1

:   observability matrix   n
n n n

n

C

C
O U O

C





 
     
 
  



:    خواهيم داشتبا بازنويسي ماتريس          به صورت تابعي از ماتريس رؤيت پذير   

1
ˆ( )                   (1.61)T T

n n n nx n U U U Z


   

nO
nU

11ˆ( )                   (1.67)n T T
n n n nx n O O O Z
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LSتخمين حالت ها با استفاده از روش  

نشان مي دهد كه در اين معادله         ظاهر نشده است و لذا  )  1.67(توجه به معادله 
. نيازي به فرض محدود كننده معكوس پذيري        نيست

اين است كه ماتريس           معكوس  ) 1.67(نكته قابل توجه در خصوص معادله 
به عبارت پذير است اگر و فقط اگر ماتريس              معكوس پذير باشد و يا 

. رؤيت پذير باشد) 1.55(و ) 1.54(ديگر مدل فضاي حالت  

nO

11ˆ( )                   (1.67)n T T
n n n nx n O O O Z

     

1


T
n nO O
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RLSتخمين حالت ها با استفاده از روش  

 

 
 

1

ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )

( )
1

( )

T
n

T
n

T
n n

nn T T
n n n

x n x n K n z n C x n

P C
K n

CP C

P I K n C P

P O O
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خطاي تخمين

ˆ( ) ( ) ( )x n x n x n 

:خطاي تخمين به صورت زير تعريف مي گردد

:از طرفي
1( ) ( )n

n n n n nZ U x n V O x n V    

:در نتيجه
11 1

11

ˆ( ) ( )

ˆ( ) ( )

n T T n
n n n n n

n T T
n n n n

x n O O O O x n V

x n x n O O O V

 



         

     
11( ) ˆ( ) ( ) n T T

n n n nx n O Ox Vx n n O
     

.v(n)دامنه نويز اين رابطه نشان مي دهد كه دامنه خطاي تخمين ارتباط مستقيم دارد با  



1

 تئوري تخمين و فيلترهاي بهينه    

Lecture 2

سيگنال هاي تصادفي     
و سيستم هاي با ورودي تصادفي    

ی عا ه  ฮبا ৎ ૡس
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                    در مساله تخمين سيگنال         از مقدار اندازه گيري                       •
ي  ترم نويزي        معمولا به صورت تصادفي تغيير مي كند، لذا مدل ساز        

همچنين   .  است فرموله نمودن سيگنال هاي تصادفي     نويز        نيازمند   
به امكان دارد سيگنال         شامل متغيرهاي تصادفي باشد كه اين نياز              

. توصيف و مدل سازي سيگنال تصادفي را بيش از پيش نشان مي دهد            

يك متغير تصادفي بر اساس نتايج ممكن يك آزمايش از مجموعه نتايج           •
S تعريف مي شود  .

. مي باشد  S زير مجموعه رخدادهاي      Aيك رويداد  •

مقدمه
 ( ) ( ), ( ),z n g s n v n nT ( )s n

( )v n

( )v n

( )s n

Probability S:   paceS
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 از مجموعه      به مجموعه     تابعييك متغير تصادفي      عبارت است از         •
.اعداد حقيقي     

: البته ممكن است ساختار نوشتاري زير نيز استفاده گردد           •

متغيرهاي تصادفي

    trial   ( ) ( )       where, 1, 2,th
i ii i i     x x

S

0

( ) 0


 

x

x

    ( )S   x

x

sample realizations

sample val
of random vari

u
a l  

es
b e

 





x
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 نمايش  P(A) را با   Sمجموعه رخ دادهاي     از Aاحتمال رخ دادن واقعه       •
. مي دهند

:براي             معادلات  و نامعادلات زير صادق هستند       •

• 

متغيرهاي تصادفي

( )P A 

0 ( ) 1                       (2.1)P A 

( ) 1                             (2.2)P S 

A S

( ) ( ) ( )              (2.3)

A S

B S P A B P A P B

A B

 
   
 



3

Estimation Theory                                      
by Dr B. Moaveni

5

• 

• 
 
با   Probability Space (S(   در فضاي  احتمالي      xيك متغير تصادفي    •

.  آن مشخص مي گردد  تابع توزيع احتمال    استفاده از    

عبارت است از احتمال اينكه مقدار متغير تصادفي     كوچكتر يا                         
. مساوي مقدار حقيقي     باشد      

متغيرهاي تصادفي
( ) ( ) ( ) ( )

A S

B S P A B P A P B P A B

A B

 
     
 

( ) 0
(2.3)   

( ) 1 ( )

P

P A P A

 
 

 

 ( ) : ( )F x P S x x   x

( )F xxx

x
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 با توجه به تعريف تابع توزيع احتمال معادلات زير در مورد آنها قابل         •
. توجه مي باشند  

 
 

    غير كاهشي  نشان مي دهد كه تابع توزيع احتمال يك تابع    ) 2.6( رابطه •
 )non-decreasing (است .

متغيرهاي تصادفي

( ) 0 
              (2.4)

( ) 1

F

F

  
  

x

x

0 ( ) 1  for all           (2.5)F x x x

1 2 1 2If     ( ) ( )          (2.6)x x F x F x  x x
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 متناظر نيز قابل   تابع چگالي احتمال        هر متغير تصادفي     با استفاده از       •
كه اين تابع عبارت است از مشتق تابع توزيع احتمال آن         . توصيف است  

 .متغير تصادفي   

متغيرهاي تصادفي

( )               ( )( 2.7)
d

F x
dx

f x  xx

x

(2.7)      ( ) ( )        (2.8)
x

F x f x dx


  x x

:معادلات زير قابل استنتاج خواهند بود        ) 2.8(  و   )2.7(با توجه به روابط   •

( ) 1f x dx




 x
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متغيرهاي تصادفي
:معادلات زير قابل استنتاج خواهند بود        ) 2.8(  و   )2.7(با توجه به روابط   •

2

1

1 2 1 2 2 1If      ( ) ( ) ( ) ( )
x

x

x x P x x x F x F x f x dx         x x x

Most likely va of Rlue V :x

( )
|   max ( )     0

x

x

df x
x f x dx

dx









 
  

 
 x

x
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متغيرهاي تصادفي
:مثال• working normally, not working normallyS 

x

   working normally 0.9,   not working normally 0.1P P 

   working normally 0,      not working normally 1 x x

:پس مي توان متغير تصادفي      را به صورت زير تعريف نمود        

 

 The Probability Distribution Matrix:

0,           0

                     ( ) : ( ) 0.9,   0  1

1,            1

x

F x P S x x

x

 




     
 

x x

  0.9 ( ) 0.1 ( 1)( ) xx xf     x
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متغيرهاي تصادفي
توزيع يكنواخت  متغير تصادفي با    : مثال•

[-1,1]S 

( ) x

)پيوسته   ( تابع توزيع احتمال   

 

0,                                  1

1
( ) : ( ) 0.5( 1),    -1  1

1 ( 1)

1,                                   1

x

x
F x P S x x x

x

 

  
          
 

x x

0.5,            -1 1
  

0,          
(

 
)

   

x

otherw e
f

is
x

 
  


x
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متغيرهاي تصادفي
گوسي يا نرمال   متغير تصادفي    : مثال•

[-1,1]S 

( ) x

2

2

( )

21
  

2
:  real number

:  

( )

positive number

x

f x e










x

: با فرض توزيع گوسي   •

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

2 :   most likely valuex  

Estimation Theory                                      
by Dr B. Moaveni

12

توزيع شرطي و چگالي شرطي
:  RV

: probability Space

:   is an event

S

A S A

x

     
 

: ( )
 ( | ) : ( ) |

P S x A
F x A P S x A

P A

 
 

  
   x

x
x

:تابع توزيع شرطي •

: تابع چگالي شرطي   •
( | )

 ( | )
dF x A

f x A
dx

 x
x
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توزيع شرطي و چگالي شرطي
:مثال•

 
0,                                  1

( ) : ( ) 0.5( 1),                 -1  1

1,                                   1

x

F x P S x x x

x

 
 

      
 

x x

 : 0 1 ( ) 0.5A x S x P A   

  
0,                                  0

: ( ) 0.5 ,                       0  1

0.5,                               1

x

P S x A x x

x

 


     
 

x

0,                                  0

   ( | ) ,                            0  1

1,                                   1

x

F x A x x

x


   
 

x
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تابع از متغير تصادفي

:مثال•

:  real valued function

( )y   x

 ( ) : ( )F y P S y   y y

    ( ) ( )y     x

 ( ) ( ) ( )y x x     

   ( ) : ( )F y P S y     y x

  ( ) : ( ) ( )
yyF y P S F   

    y xx
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گشتاور يك متغير تصادفي

اميد   يا  مقدار ميانگين    گشتاور اول يك متغير تصادفي را        :  اميد رياضي  •
. گويند مركز ثقل تابع چگالي احتمال          آن متغير يا  رياضي 

:  RV

( ) : probability density functionf xx

x

of moment   :  ( )t i ih x E x x f xi dx




     x

  ( )E x x f x dx




  x

 1 2
1

1
: , , ,       

N

N i
i

x x x E x x
N 

  x
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گشتاور يك متغير تصادفي
:مثال•

1 2
2 1

:  Uniformly Distributed RV

1
( )x x x f x

x x
   

x

x 

 
2

1

2 1

2 1

1
  ( )

2

x

x

x x
E x x f x dx x dx

x x






   

 x

مقدار ميانگين يك متغير تصادفي گوسي          : مثال•
2

22
( )

21
     ( )( , ) :

2
 

x

N f x e




 




 xx
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گشتاور يك متغير تصادفي
مقدار ميانگين يك متغير تصادفي گوسي         : ادامه مثال  •

  ( ) :   most likely valueE x  

:گشتاور مرتبه دوم  •
2 2 ( )   >0        :   mean of the square/ mean squareE x x f x dx





     x

2 2
1 2

1

1
: , , ,       

N

N i
i

x x x E x x
N 

    x
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واريانس و انحراف معيار يك متغير تصادفي  
:واريانس يك متغير تصادفي     •

   اميد رياضي مجذور فاصله تا مقدار ميانگين 2
[ ]

              :   mean of 

Var x E x 



   
x

: انحراف معيار يك متغير تصادفي       •
   جذر واريانس يك متغير تصادفي      

2 2
1 2

1

1
: , , ,       

N

N i
i

x x x E x x
N 

    x

[ ]Var x 

   222
[ ] [] ( ][ )Var x x f x dx E x E x





   x
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:مثال•

1 2
2 1

:  Uniformly Distributed RV

1
( )x x x f x

x x
   

x

x 

 

2

1

2 2
2 2 2 1 2 1 2

2 1

2 2 2 2 2
22 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

1
  ( )

3

2 ( )
[ ] [ ] [ ]

3 4 12

x

x

x x x x
E x x f x dx x dx

x x

x x x x x x x x x x
Var x E x E x





       

    
     

 x

معلوم بودن مقدار ميانگين و واريانس براي توصيف توزيع يكنواخت و : توجه•
. توزيع گوسي كافي است وليكن در حالت كلي اين دو مشخصه كفايت نمي كند

واريانس و انحراف معيار يك متغير تصادفي  
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:  Jointly Distributed RVsx, y 

  Joint Distrbuted Function:      ( , ) ,F x y P x y  x, y x y

دو متغير تصادفي با توزيع مشترك 

2
, ( , )

Joint Density Function:      ( , ) x yF x y
f x y

x y




 x,y

  , =  ( , )  
y x

P x y f x y dx dy
 

     x, yx y

( )=  ( , ) 

 

(y)  ( , ) 

f x f x y dy

f f x y dx











 
 





x x, y

y x,y
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:  Uncorrelated RVs [ ] [ ] [ ]  E xy E x E y x, y 

دو متغير تصادفي با توزيع مشترك 
اميد رياضي دو متغير تصادفي با توزيع مشترك        •

  ( , )  E xy xy f x y dx dy
 

 

   x,y

y و  xكوواريانس    •

:  Uncorrelated RVs  Cov[x,y]=0x, y 

  [ , ] [ ] [ ]Cov x y E x E x y E y     
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, ,( , ) ( ) ( )    ( , ) ( ) ( )  x y x y x y x yF x y F x F y f x y f x f y  

دو متغير تصادفي با توزيع مشترك 
دو متغير تصادفي مستقل    •

: دو متغير تصادفي مستقل خوانده مي شوند اگر        

) uncorrelated(اگر دو متغير تصادفي مستقل باشند غير همبسته          : توجه
.نيز هستند 

:تابعي از دو متغير تصادفي      •
( , )z x y     , ( , )  E z x y f x y dx dy

 

 

   x,y
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:مثال•
z x y         E z E x E y  

If ,  are uncorrelatedx y        Var z Var x Var y  

If ,  are independentx y

  ( ) ( ) ( ) ( )* ( )z x y x yf z f z y f y dy f z f z




   
:نتيجه

2

2

2 2

:  ( , )

:  ( , )    is :  ( , )

,  are indepen

Gaussian

dent

x

x

y yx

x

y y

x N

y N z x y N

x y

 



 



 



   





دو متغير تصادفي با توزيع مشترك 
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: توابع توزيع شرطي •

دو متغير تصادفي با توزيع مشترك 

1 2

:  Jointly Distributed RVs

where,  are real numbers
x x

y





x, y 

    
 

1 2
1 2 1 2

1 2

Conditional Distrbuted Function:

,
            ( | ) |

P y x x
F y x x x P y x x

P x x

  
      

 y

y x
y x

x

 

 

2

1

2

1

1 2 ,

1 2

, ( , )  

( ) 

x y

x y

x

x

x

x

P y x x f x y dx dy

P x x f x dx



   

  

 



y x

x

,where
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: توابع چگالي شرطي   •

دو متغير تصادفي با توزيع مشترك 
2

1

2

1

,

1 2
1 2

( , ) 
( | )

( | )

( ) 

x

x y

x

x

x

x

f x y dx
F y x x x

f y x x x
y

f x dx

  
   







y
y

,
,1

2

( , ) 
( , )         

If       ( | )
( ) 

( ) 

x x

x y
x yx

x x
x

x

x

f x y dx
f x y xx x

f y x x x
x x x f x x

f x dx






          




y x

,

0

( , )
  ( | ) lim  ( )

( )
0

| x y

x
x

f x y
f y x f y x

x
x x

f x 
       

y yx x
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:Bayesرابطه  •

دو متغير تصادفي با توزيع مشترك 

,

,

( , )
  ( | )

( )

( , )
similarly:   ( | )

( )

x y

x

x y

y

f x y
f y x

f x

f x y
f x y

f y


   



 


y

x

x

y

( | ) ( )
 ( | )

( )

f x y f y
f y x

f x


  x y

y
x

y
x
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:مثال

دو متغير تصادفي با توزيع مشترك 

2

,  are independent

(0,

( | ) ?

)
z

y

z x y

x y

y

f z x

N 



  











x

     

   

, , ,

                                                      
independence

P z x P z x P z x x

P z x P x

        

   

z x x + y x y x

y x

2

2

( )

21
( | ) ( )           (2.45)

2
y

z x

y

y

f z x f z x e 

 




    z x
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)Byaesاستفاده از رابطه     : ( مثال

دو متغير تصادفي با توزيع مشترك 

2

2

,  are independent

( , )

( ,

( | )

)

?
x x

y y

z x y

x y

x N

y

f z

N

x
 

 




 

  







x z

2

2

( )

21
(2.45)    ( | )  

2
y

z x

y

f z x e 

 




  z x

 
 

2

2 2

( )

2

2 2

2 2 1
 is :  ( , )    ( )

2
Gaussian

x

x x

z

x

x xy

x

yz x y N f z e



 
 

  






    


z

 
2 22

2 2 2 2

( ) ( )( )2 2
2 2 2 ( | ) ( )

    ( | )  
( ) 2

x x

y x X y

z zz x

X y

y x

f z x f x
f x z e

f z

 
    

 

 
  


   z x

z
z

x
z
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: اميد رياضي شرطي   

دو متغير تصادفي با توزيع مشترك 

 

   

 ,

( )

( ) | ( | ) ( ) 

( ) ( ) 

| ( | ) 

y x

x y y

y x

E x E E yf x f x dydx

yf dydx yf dy

E x y

y

f x dy

E

 

 

  

 



 







 

    

 







 

 

  

y x y x

y x y x

x, y y

   |E E E y   y x
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متغير هاي تصادفي برداري  
1 2, , , :   jointly dsitributed RVs on N N Sx x x

1

2

1

2vect

(

ro RV  

)

( )
( )

( )N

S

N












 
 
 

 
 
 
 






 


 
 



x

x
  x =

x

x

x
x =

x

 

 
 

 

1

2

N

E

E
E

E

 
 
 
 
 
  



x

x
x =

x

     ( )    : Symmetric and P.D. 
T

N NCov E E E
   
 

x x x x x
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متغير هاي تصادفي برداري  

1 2, , , :   jointly dsitributed RVs on N N Sx x x

 1 1 2 2

1 2

( ) , , ,

( ) ( )

N N

N

N

F x P x x x

f x F x
x x x

   



  





x

x x

x x x
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سيگنال هاي گسسته در زمان تصادفي     

 , ( 2), ( 1), (0), (1), (2),     ( ) : ,x x x x x x n n      

يك سيگنال گسسته در زمان تصادفي را مي توان به صورت يك رشته          
:عددي نمايش داد  

ها متغيرهاي تصادفي با توزيع مشترك هستند و با نمايش فوق            x(n)كه 
.  شناخته مي شوند   سيگنال تصادفي دو طرفه     يك 

: را به صورت زير مي توان ارائه نمود     سيگنال تصادفي يك طرفه    مثالي از   

(0), (1), (2),           ( ) : 0x x x x i i 
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سيگنال هاي گسسته در زمان تصادفي     

   ( ) ( )( , ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ), ( )  ( ) ( )x x i x jR i j E x i x j x i x j f x i x j dx i dx j
 

 

   

يك سيگنال گسسته در زمان تصادفي را مي توان با استفاده از مشخصات              
.آن معرفي نمود  ) Autocorrelation function( تابع خود همبستگي    

 ما بين   معياري از ميزان همبستگي       خود همبستگي يك سيگنال،       :توجه
.نمونه هاي آن سيگنال است   

, :   integer valuei j
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سيگنال هاي گسسته در زمان تصادفي     
( 1) ( )

0

x n ax n

a

a

 



:مثال

( , ) ?xR i j 

  2( ) (0)
( , ) ( ) ( ) (0)

( ) (0)

i
i j

xj

x i a x
R i j E x i x j a E x

x j a x
        

0
If    ( , ) 0

: x

a
R i j

i j odd
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سيگنال هاي گسسته در زمان تصادفي     

 

( ) :  random signal

( ), ( ) :  are independent for all ,

( ) 0,   

x n

x i x j i j

E x i i 

:مثال

 
   

2( )                 
( , ) ( ) ( )

( ) ( )      
x

E x i i j
R i j E x i x j

E x i E x j i j

       


  ( , ) 0,       

                  there is no correlation between the samples of signal 

                 Random Signal is  

x

Pure

R i j i

l

j

y Random

  




    There is correlatioIf  ( ) 0,     n between the sample s.iE x i c i  

Estimation Theory                                      
by Dr B. Moaveni

36

:Wide-Sense Stationaryسيگنال هاي    

   
   

  ( )   (a constant value)   ,

  ( ) ( ) ( ) ( ) ,   , , :  integ

(1)

e(2) r

E x n c n

E x i x j E x i k x j k i j k

     


   





: گويند اگر  WSSيك سيگنال تصادفي گسسته در زمان را       

 2(2)   :   ( )      Var ( )j i E x n cte x n cte      

 باشد اين است كه    WSS  در نتيجه شرط اينكه يك سيگنال تصادفي      
. ثابت باشد nبه ازاي هر    x(n)ميانگين و واريانس      
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:Wide-Sense Stationaryسيگنال هاي    
يك سيگنال متشكل از متغيرهاي تصادفي با توزيع گوسي يا           : نتيجه

 ميانگين و واريانس آن       اگر و فقط اگر       است  WSSتوزيع يكنواخت   
.ثابت باشد 

.  اين شرط در حالت كلي و براي ساير توزيع ها درست نيست         

:WSSخواص سيگنال هاي       

   ( , ) ( ) ( ) (0) ( ) (0, )

  If   ( ) (0, )     

( ) (

1, 2,

)

0,x x

x x

x x

R i j E x i x j E x x j i R j i

k j i

R k R k

R k R k k
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:Wide-Sense Stationaryسيگنال هاي    
) نويز سفيد  : (مثال

 باشد   ميانگين صفر    با  مستقلاگر سيگنالي متشكل از متغيرهاي تصادفي           
 است اگر و فقط اگر        WSSيك سيگنال   

.  مي دانيم  نويز سفيد  سيگنالي با مشخصات فوق را        : توجه

 2 2( ) ( )E x n Var x n cte     

2 ( ) ( )xR k k  

1   0
,  ( )

0   0

k
where k

k
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:Wide-Sense Stationaryسيگنال هاي    
WSSسيگنال    : مثال
        

       ( ) ( ) ( 1) 0   E x n E n E n n      

    
 
       

 ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1)

           ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( 1)

           ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) (

            is SS

1)

W

E x i x j E i i j j

E i j i j i j i j

E i j E i j E i E

x

j i j

   

       

       

       
       

  



    

( ) ( ) ( 1)x n n n   

 
2 2

,     ( ) :   white noise

               ( ) 0

               ( )

where n

E n

E n
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:Wide-Sense Stationaryسيگنال هاي    
WSSسيگنال   : ادامه مثال  

        
 

       
   2 2

 ( ) ( )

            = ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( 1)

           2 ( ) ( 1) ( 1) 2 ( ) ( 1) ( 1)

E x i x j

E i j E i j E i j E i j

j i j i j i k k k

       

       

 

      

            

( ) ( ) ( 1)x n n n   

  همبسته هستند اگر      و     متغيرهاي تصادفي       :نتيجه
    

1

1

j i

j i

j i


  
  

( )x i( )x j
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)Autocorrelation( تخمين تابع خود همبستگي     
تخمين از تابه خود    .   با ميانگين صفر باشد     WSSاگر        يك سيگنال    

.ي نمايند همبستگي          را با           نشان داده و به صورت زير تعريف م      
( )nx

ˆ ˆ        ( ) ( ),        1 2, ,* , 1x xR k R k k N      

(1), (2), , ( ) :    sample values of RV ( )x x x N n x

ˆ ( )xR k ( )xR k

1

1ˆ ( ) ( ) ( ),           0,1, 2, , 1
N k

x
i

R k x i x i k k N
N
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)Autocorrelation( تخمين تابع خود همبستگي     
:به منظور ارزيابي وضعيت تخمين           به صورت زير عمل مي شود         

   ˆ       If    ( )*    ) (x xN R k R k  

ˆ ( )xR k

   
1

1

1ˆ ( ) ( ) ( ),           0,1,2, , 1

1ˆ ( ) ( ) ( ) ( )

N k

x
i

N k

x x
i

R k x i x i k k N
N

N k
E R k E x i x i k E R k

N N









   

     







. در نتيجه           يك تخمين باياس شده از           است     

:در بهترين حالت  

ˆ ( )xR k( )xR k

 ˆ       ) ( )* (x xE R k E R k   
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):Power Spectrum( طيف توان   
تابع چگالي توان     .  با ميانگين صفر باشد     WSSاگر          يك سيگنال    

 )power spectral density (يا /و )power spectrum (  آن با تبديل فوريه
:گسسته در زمان آن و به صورت زير تعريف مي گردد     

( )nx

( ) ( )                           (2.67)j jk
x x

k

S e R k e 






 

. اين تابع توزيع فركانسي توان سيگنال را بر حسب فركانس بيان مي كند           
( ) 0

( )
:

( ) is periodic fuction of  with period 2

( ) is symmetric about 0 

j
x

j
x

j
x

j
x

S e

S e
properties

S e

S e
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):Power Spectrum( طيف توان   
 با ميانگي صفر را در نظر بگيريد       WSSنويز سفيد   : مثال

( ) :  white noisenx

2    ( ) ( ) ( )j jk jk
x x

k k

S e R k e k e   
 

 

 

      
 

2  ( ) ( )xR k k  

   در نتيجه طيف توان سيگنال نويز سفيد داراي دامنه ثابتي برابر                
. گويندتوان نويزاست كه به آن  

2
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):Power Spectrum( طيف توان   
 عبارت است از اينكه    ) 2.67(شرط همگرايي معادله     : توجه

( )x
k

R k




 

بي روي    و اين شرط بر قرار خواهد بود اگر و فقط اگر           داراي هيچ قط                
. دايره واحد نباشد   

( )
( ) ( ) =                           (2.69)

( )
k

x x
k

N z
S z R k z

D z






 

( )xS z
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دو سيگنال تصادفي   
 گويند اگر هر دوي انها       jointly distributedدو سيگنال تصادفي را       

. تعريف شده باشند Sروي يك فضاي احتمالي       

 ,            

Cross Correlat

    ( , ) ( ), ( )     , :  integer value

ion fu

s

nction:

x yR i j E x i y j i j

 باشند آنگاه تابع                     WSSاگر         و          دو متغير تصادفي       
. تابعي از تفاضل            خواهد بود     

( )
( ) ( ) =                           (2.69)

( )
k

x x
k

N z
S z R k z

D z






 

( )nx( )ny
, ( , )x yR i j

j i
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سيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادفي     
 با ورودي غير    )deterministic( ابتدا يك سيستم غير تصادفي     

:تصادفي را به صورت زير در نظر بگيريد     

( ) ( , ) ( )                    (2.73)
i

y n h n i u i




 
. كه               پاسخ ضربه سيستم مي باشد   

را ميتوان به صورت     )  2.73(اگر اين سيستم نامتغير با زمان باشد رابطه          
زير بازنويس نمود 

( , )h n i

( ) ( ) ( )                    (2.74)
i

y n h n i u i
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سيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادفي     
سيگنال تصادفي     .  اگر ورودي اين سيستم يك ورودي تصادفي        باشد         

: خروجي عبارت است از      
( ) ( , ) ( )                    (2.75)

i

n h n i i




 y 

. كه               پاسخ ضربه سيستم مي باشد   
را ميتوان به صورت     )  2.75(اگر اين سيستم نامتغير با زمان باشد رابطه          

زير بازنويس نمود 

( , )h n i

( ) ( ) ( )                    (2.76)
i

n h n i i




 y 

( )n

ا از   با توجه به اينكه            يك متغير تصادفي است و يك عدد نيست لذ     
.روابط فوق          قابل محاسبه نمي باشد         

( )n

( )ny
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سيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادفي     
و  ) 2.75(اگر       به عنوان نمونه هاي از         معرفي شود آنگاه روابط          

.را مي توان به صورت زير بازنويسي نمود    ) 2.76(
( ) ( , ) ( )                    (2.77)

i

y n h n i i




 

. كه               پاسخ ضربه سيستم مي باشد   
را ميتوان به صورت     )  2.77(اگر اين سيستم نامتغير با زمان باشد رابطه          

زير بازنويس نمود 

( , )h n i

( ) ( ) ( )                    (2.78)
i

y n h n i i




 

( )n

.     است خروجي اين معادلات،            ، نمونه هايي از متغير تصادفي                 ( )ny

( )n

( )y n
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سيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادفي     

اما نكته مهم محاسبه خصوصيات تصادفي متغير تصادفي خروجي به                
.صورت تابعي از خصوصيات متغير تصادفي          است           

  اما در حالت كلي اين امكان وجود ندارد، وليكن به صورت يك استثنا در             
صورتي كه ورودي يك متغير تصادفي گوسين باشد متغير تصادفي               

خروجي نيز يك متغير تصادفي گوسين خواهد بود كه ميانگين و واريانس                 
.آن قابل محاسبه است    

( )n
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سيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادفي     
: محاسبه تابع خود همبستگي خروجي        

 بودن خروجي به ازاي      WSS به منظور محاسبه تابع خود همبستگي ابتدا       
.  اثبات مي گردد   WSSورودي تصادفي    

. فرض مي شود   BIBOپايدار     و نامتغير با زمان   در اينجا سيستم    

 

   

  is BIBO stable

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                                   ( ) ( ) ( )

                                   ( c) onstan

)

t

(1
i i

i

h

y n h n i i E y n E h n i i

E y n h n i E i

E y n A
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سيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادفي     

.  بودن سيگنال خروجي برآورده گشته است      WSS  در نتيجه هر دو شرط    *

 

 

 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                            = ( ) ( ) ( ) ( )

                            = ( ) ( ) ( )

(2

(

)

)

r l

r l

r l r l

E y i y j E h i r r h j l l

h i r h j l E r l

h i r h j l E r k l k

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        
   

 


   



 

 

 

 

                            = ( ) ( ) ( ) ( )

                            = ( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( )

r l

r l

h i

E y i k y

r k h j l k

j

E r l

E h i r k r h i r l kk
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سيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادفي     
محاسبه تابع خود همبستگي     

   

 

( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                       

( )

     = ( ) ( ) ( ) ( )

                            = ( ) ( ) (0) (

r l

r l

r l

yR k E y n y n k E y y k E h r r h k l l

h r h k l E r l

h r h k l E l

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           
   

 

  

 

 

   
( )

)                             (2.80)

                            = ( ) ( ) ( )=   ( )* ( )* ( )    ( . 2 81)

R l r

r l

h k h k R k

r

h r h k l R l r



 



 

 

   



نشان دهنده اپراتور كانولوشن بوده و اين رابطه توصيف كننده ارتباط           * كه 
.خروجي يك سيستم با ورودي تصادفي است         -ورودي  
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سيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادفي     

is not
is 

  WSS
1        WSS 

 is 

  WSS
2            or  WSS

 i

not

is not
T.V.

T.I.

i

s

s
is

 

If y
h

If y
h





 
  

 
 

  
 

محاسبات انجام شده در خصوص محاسبه تابع خود همبستگي خروجي براي                     
لذا لازم است به نكات     . يك سيستم نامتغير با زمان و پايدار صورت گرفت        

: زير نيز توجه داشت 
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سيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادفي     
:خروجي   - بين ورودي   Cross Correlationمحاسبه تابع   

   

 

( ) ( ) (0) ( ) (0) ( ) ( )

                            = ( ) (0) ( )

                            = ( ) ( )                             ( ) (* )

)

( 2.

(
i

i

y

i

E n y n k E y k E h k i i

h k i E i

R

h k i R k k

k

h R k



 

   

 













  
      

  



 





 86)
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سيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادفي     

( ) ,  0

( ) 0,    0

1

nh n a n

h n n

a

  


 
 

سيستم علي نا متغير با زماني را به صورت زير در نظر بگيريد          : مثال

     1
( ) ( ) ( ) ( )

1i

E y n h n i E i E n
a

 




 
     


(2.81)  ( ) ( )k r l
y

r l

R k a R l r

 
 

 

   

ت  اگر فرض شود كه ورودي نويز سفيد با ميانگين صفر و واريانس       اس               
: آنگاه

2

2( ) ( )R k k  
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سيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادفي     
: ادامه مثال  
در نتيجه 

20
2 2 2 2

2
0

(2.81)  ( ) ( )

                         ,     for 0
1

k r l
y

r l

k r k r k

r r

R k a R l r

a a a a k
a
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سيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادفي     
:چگالي طيفي خروجي       

 مفروض در اسلايدهاي قبل تابع چگالي طيفي به صورت            LTIبراي سيستم   
:با استفاده از تبديل فوريه گسسته در زمان      . زير خواهد بود  

2

(2.81)  ( ) ( ) ( ) ( )

          ( ) ( ) ( )                  (2.88)

j j j j
y

j j j
y

S e H e H e S e

S e H e S e

   


  


 

 

: اگر ورودي نويز سفيد با واريانس      باشد، آنگاه         
2 2( ) ( )j j

yS e H e  

2
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سيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادفي     
: جمع بندي 

 trans. 1(2.88)  ( ) ( ) ( ) ( )                 (2.89)Z
yS z H z H z S z

 

 
( ) ( )

( ) ( )

y yS z Z R k

S z Z R k 

   


( ) ( )y yS z Z R k    

 trans.(2.86)  ( ) ( ) ( )                 (2.90)Z
yS z H z S z  
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توصيف سيستم به صورت معادله تفاضلي   
خروجي توصيف به صورت       -يكي از شكل هاي مهم  توصيف ارتباط ورودي        

. معادله تفاضلي است   

1 0

( ) ( )+ ( )                 (2.91)
N M

i j
i j

y n a y n i b n j
 

   

1
0 1

1
1

( )
1

M
M

N
N

b b z b z
H z

a z a z

 

 

  


  



:  عبارت است از   Zكه تابع تبديل متناظر با آن در حوزه     
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توصيف سيستم به صورت معادله تفاضلي   
): محاسبه ميانگين    ( مثال 

( ) ( 1) ( )y n ay n n  

به منظور مقايسه نتايج با محاسه ميانگين سيگنال خروجي آغاز خواهيم                 
: كرد

1

( ) ? ,      01
( )

1 ( ) ? 0,        0

nh n a n
H z

az h n n

   
      

       ( ) ( 1) ( ) ( 1)E y n aE y n E n aE y n      

:به شرط                
  1

( )
1

E y n
a




1a 
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توصيف سيستم به صورت معادله تفاضلي   
) محاسبه تابع خود همبستگي خروجي         : (مثال

( ) ( 1) ( )y n ay n n  

 
 
   

( ) ( ) ( )

         ( ) ( 1) ( ) ( )

         ( ) ( 1) ( ) ( )

yR k E y n y n k

E ay n y n k y n n k

aE y n y n k E y n n k





 

    

    

:      ندارد   با توجه به اينكه         هيچ وابستگي به               براي         ( )y n

     ( ) ( ) ( ) ( ) 0E y n n k E y n E n k    

( )n j 1j 
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توصيف سيستم به صورت معادله تفاضلي   
)محاسبه تابع خود همبستگي خروجي         : ( ادامه مثال  

 ( ) ( ) ( 1) ( 1)y yR k aE y n y n k aR k    

: از طرفي  

( ) (0)k
y yR k a R 

 22 2

2

(0) ( ) ( 1) ( ) (0) (0)

1
                                                          (0) (0)

1

y y

y

R E y n E ay n n a R R

R R
a





          

 


2
( ) (0)

1

k

y

a
R k R

a  
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توصيف سيستم با استفاده از معادلات حالت      

حالت  اين سيستم ها معمولا با نحوه انتشار ميانگين و كوواريانس متغيرهاي              
:لذا. و خروجي مشخص مي شوند      

( 1) ( ) ( )

( ) ( )
N N N m

p N

x n x n n

y n C x n

 



    



از ديگر شكل هاي مهم  توصيف توصيف سيستم، استفاده از معادلات حالت                
. است

     ( 1) ( ) ( )N N N mE x n E x n E n    

     

     

1
1

0

1
1

0

( ) (0) ( )

( ) (0) ( )

n
n n i

N m
i

n
n n i

N m
i

E x n E x n

E y n C E x C n
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توصيف سيستم با استفاده از معادلات حالت      

:حال به منظور مشخص نمودن نحوه انتشار كوواريانس      

 ( ) 0E n   كه اگر                     باشد :
   
   

( ) (0) (0)

( ) (0) (0)

n n

n n

E x n E x x

E y n C E x C x

   

    

   
   
   

 

( 1) ( ) ( )

            ( ) ( )

            ( ) ( )

            (

( 1)

( ) )

T T

T T

Cov x n Cov x n n

Cov x n Cov n

Co

P n

P

v x n Cov n

Cov nn
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توصيف سيستم با استفاده از معادلات حالت      
: در نتيجه نحوه انتشار كوواريانس حالت ها عبارت است از          

     
1

0

( ) ,      for 1, 2,

                                                                                             (2.106)

( ) (0)
nn in T i T T

i

CovP nP n n




         

: و همچنين نحوه انتشار كوواريانس خروجي ها عبارت است از              

       
1

0

( ) (0) ( ) ,      for 1, 2,

                                                                                                                  (2.107)

nn in T T i T T T

i

Cov y n C P C C Cov n C n
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توصيف سيستم با استفاده از معادلات حالت      
:و اگر خروجي اندازه گيري به صورت زير تعريف شود          

( ) ( ) ( )z n Cx n v n 

: آنگاه

         
1

0

( ) (0) ( ) ( )

                                                                                                                 (2.108)

nn in T T i T T T

i

Cov z n C P C C Cov n C Cov v n




        



1

باسૡه ৎعاฮی

 تئوري تخمين و فيلترهاي بهينه

Lecture 3

تخمين بهينه

.بهترين حدس ممكنتخمين بهينه عبارت است از •

طل ا خ خ ا ا ائ ا ا خش ا

مقدمه

در اين بخش پس از ارائه مباحث بنيادي تخمين بهينه و خواص مطلوب •
:مد نظر در آن، سه مبحث مهم تخمين بهينه ارائه مي گردد

–Maximum Likelihood

–Maximum a Posteriori

–Minimum Mean-Square Error
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كه هر يك از اين سه روش منجر به تخمين هاي متفاوت و تخمينگرهاي 
.مختلفي مي شوند



2

.  سيگنال      و فرم گسسته آن به صورت       را در نظر بگيريد•
همچنين اندازه گيري صورت گرفته          قابل بازنويسي به صورت زير  

:است

فرموله سازي
( )s t( )s n

( )z n

:است

.كه         سيگنال نويز است

يافتن تخمين بهينه         است در مرحله      با استفاده از     : هدف•
آ گ

( )v n

( ) ( ( ), ( ), )z n g s n v n n

( )s nn
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اندازه گيري هاي                                    كه مي توان آن را به صورت  
:   زير بيان كرد

(1),  (2),  ,  ( )z z z n

ˆ( ) ( (1),  (2),  ,  ( ))ns n z z z n 

  است ممكن تخمينگر كه دهد مي نشان  رابطه اين كه است واضح پر•
.باشدزمانبامتغيريا/وغيرخطي

فرموله سازي
ˆ( ) ( (1),  (2),  ,  ( ))ns n z z z n 

ي نبيري/وير بز
 كلي مساله ابهامات از خروج و سازي بهينه قضيه يك تعريف منظور به•

 با تصادفي هاي سيگنال صورت به          و        هاي سيگنال فوق
jointly( مشترك توزيع distributed( احتمال فضاي روي S نظر در 
 سيگنال يك نيز        گيري اندازه سيگنال لذا .شوند مي گرفته

.بودخواهدSاحتمالفضايرويتصادفي

( )s n( )v n

( )z n
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ليرويي بوواا
( ) ( ( ), ( ), )z n g s n v n n

  بر تصادفي سيگنال يك نيز         شده زده تخمين سيگنال نتيجه در•
.بود خواهد                                           صورت به S احتمال فضاي روي

ˆ( )s n

ˆ( ) ( (1),  (2),  ,  ( ))ns n z z z n 



3

تعريف مساله تخمين بهينه
مطلوب است طراحي تخمينگر بهينه و يافتن تخمين بهينه          از  

سيگنال         با داشتن مقادير اندازه گيري شده                               ، 
( )s n

ˆ( )s n(1), (2), , ( )z z z n

 ˆ( ) (1),  (2),  ,  ( )ns n z z z n 

يري ز ير ن ب ل ي
.شناختن تابع         و آشنايي با قضاياي بهينه سازي g

( )s n(1),  (2),  ,  ( )z z z n
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سه نوع مهم از مسائل تخمين
Filtering : در اين حالت سيگنال         در لحظه      با استفاده از اندازه

.گيري هاي                                       تخمين زده مي شود
n ( )s n

(1), (2), , ( )z z z nو ي ز ين ي ,(1)يري  (2),  ,  ( )z z z n

Prediction : بعد از   (در اين حالت مقدار سيگنال         در لحظات آينده (
به . با استفاده از مشاهدات                                      تخمين زده مي شود

.عنوان مثال تخمين              و                

(.)s

(1),  (2),  ,  ( )z z z n

( 1)s n ( 20)s n 

n
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Smoothing:  در اين حالت مقدار سيگنال         در لحظات قبل از     با
به . استفاده از مشاهدات                                      تخمين زده مي شود

.عنوان مثال تخمين              و                

(.)sn

(1),  (2),  ,  ( )z z z n

( 1)s n ( 16)s n 



4

سه نوع مهم از مسائل تخمين
:بنابراين مي توان مساله تخمين را به صورت كلي زير بيان نمود كه

يافتن بهترين حدس يا تخمين ممكن براي مقدار           با استفاده از  “
.”مشاهدات                               

( )s l

(1),  (2),  ,  ( )z z z n

l Estimate Estimation Problem

n Filtering

n+1 One-step prediction

ˆ( )s n

ˆ( 1)s n 
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n O e s ep p ed c o

n+m, m>0 m-step prediction

n-1 Smoothing with lag 1

n-m, m>0 Smoothing with lag m

m constant Fixed-point smoothing

( 1)s n 

ˆ( )s n m

ˆ( 1)s n

ˆ( )s n m

ˆ( )s m

خواص تخمين
به منظور ارزيابي يك تخمينگر لازم است شرايطي معرفي گردد كه بتوان 

.با استفاده از آن رفتار تخمينگر را بررسي نمود

1 - Unbiased Estimation

يكي از مهمترين خواص لازم براي يك تخمين مناسب عبارت است از  
:اينكه

   ˆ( ) ( )E s n E s n
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به عبارت ديگر ميانگين خطاي تخمين         لازم است برابر صفر باشد
 ( ) 0E s n 

( )s n



5

خواص تخمين
براي تخمين  هايي كه وابسته به ترم هاي زماني هستند و تخميين بدون  

مطرح مي گردد   Asymptotically Unbiased Estimationباياس به صورت 
دد( گ ب ح ي ت ف ضع ط ش ):كه ):كه شرط ضعيف تري محسوب مي گردد(

2- Consistent Estimator

معيار ديگر كه ميتوان براي ارزيابي تخمينگر ها مورد استفاده قرار مي  
.تخمين است) MSE(گيرد، بررسي وضعيت ميانگين مربعات خطاي

   ˆlim ( ) ( )
n

E s n E s n
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اگر          خطاي تخمين برابر صفر باشد آنگاه به آن تخمينگر يك تخمينگر 
consistent گويند.

2 ( ) 0E s n   

خواص تخمين
  تخمين كاملدر مورد يك تخمين برقرار باشد به آن  2و  1اگر هر دو شرط 

.گويند
   

   
2

ˆ( ) ( )
1

ˆ( ) is  operfect es f ( )ˆlim ( ) ( )

2 (

timate

) 0
n

E s n E s n

s n s nE s n E s n

E s n
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6

خواص تخمين
تحليل فيلتر ميانگين: مثال

( )
( ) ( )
( ) :     
, ( ) are independent

s n s

z n s v n

v n zero mean additive white noise

s v n


 

( ) p

1

1ˆmean filter   ( ) ( )
n

j

s n z j
n 

  

     

    
1 1

1 1( ) ( )

1             ( )

ˆ( )
n n

j j

n

E z j E s v j
n n

E s E v j

E ns
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1

1

( )

1             

j

n

j

j
n

n
E ssE





 



 در نتيجه اين تخمينگر يك * 
.است unbiasedتخمينگر 

خواص تخمين
تحليل فيلتر ميانگين: ادامه مثال

    222 2 2 2ˆ ˆ( ) ( )ˆ ˆ ˆ(( )) 2 ( ) ( ) 2E E EE EE                    22

?

2 2 2

?

( ) ( )(( )) 2 ( ) ( ) 2E s s n E s ss n s n E ssE s n E s ns nE                       

      2 2

1 1 1

1 1 1( ) ( )ˆ( ) ( )
n n n

j j j

E sz j E s s v j E s sv j E sE n
n

s
n n

s
  

                

  2
2 1 (1) (2) ( ) (1) (2) ( )ˆ )( E z z z n z z z n

n
E s n            
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2

2
2 2 2

2

1               (1) (2) ( ) (1) (2) ( )

1               v
v

E ns v v v n ns v v v n
n

nE s n E s
n n
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خواص تخمين
تحليل فيلتر ميانگين: ادامه مثال

2 2
2 2 2 2( ) 2 v vE E E E

        2 2 2 2  ( ) 2 v vE s n E s E s E s
n n

                   

2
2 lim  ( ) lim 0v

n n
E s n

n


 

    

خواهد  Consistentاين تخمينگر يك تخمينگر nدر نتيجه با افزايش* 
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و در نتيجه اين تخمينگر با شرايط مطرح شده يك تخمينگر  . بود
.كامل است

تخمين ماكزيمم احتمال
)Maximum Likelihood Estimation(

.  را در نظر بگيريد          unimodalمتغير تصادفي      با تابع چگالي تصادفي 
پيش از اين گفته شد كه محتمل ترين مقدار     متناظر است با مقداري  

x( )f xx

xي ر ن ر ن ش پ
.  از     كه موجب ماكزيمم شدن            مي گردد

( , )z g s v

با توجه به توضيح فوق و با فرض اينكه مقادير مشاهده هاي انجام  * 
شده را با مي توان به صورت                  بيان نمود، پيشنهاد مي گردد  

از     بدست آيد كه محتمل ترين كه تخمين       با يافتن مقداري 
آ

x( )f xx

ss
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.است مقدار آن براي توليد  z

ˆ values of    that maximizes  ( | )ML zs s f z s s

where,   ( | ) :   zf z s likelihood functions
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تخمين ماكزيمم احتمال
)Maximum Likelihood Estimation(

:به عبارت ديگر
( | )f z s s

همچنين با توجه به اينكه تابع لگاريتم طبيعي يك تابع بطور يكنواخت  
را به صورت زير بازنويسي  )3.9(افزايشي است لذا مي توان رابطه 

.شناحته مي شودlog-likelihood functionنمود و با عنوان

( | )ˆ values of    for which 0              (3.9)z
ML

f z s
s s

s

 
 


s
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ln  ( | )ˆ values of    for which 0 ( )              (3.10)z
ML

f z s
s s z

s
 

  


s

تخمين ماكزيمم احتمال
)Maximum Likelihood Estimation(

)MLتخمين ): (3.2(مثال
,

1 ( ) ,      0 4,   0
( , ) 12

z

s z

s z e s z
f s z

       


.zاست از مشاهدات  ML ،sهدف يافتن تخمين 

,

0,                                     otherwise

, ( , )
 ( | )

( )
s z

z

f s z
f z s

f s
 s
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( )sf s

, 0
0

1 1 1( ) ( , ) ( )
12 12 12

z z z z
s s z

s
f s f s z dz s z e dz se ze e
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تخمين ماكزيمم احتمال
)Maximum Likelihood Estimation(

)MLتخمين : (ادامه مثال
( | ) 0 4 0zs z

f 
  

:

 ( | ) ,      0 4,    0
1

z
zf z s e s z

s
      


s

2

 ( | ) 1
1 ( 1)

z zzf z s s z z
e e

s s s s
     

 
   

s

  ( | )1,   0    s=0 max ( | )z
z

f z s
z f z s

s

       

s
s

Estimation Theory                                      
by Dr B. Moaveni

17

 

 

 ( | )0 1,   0    s=4 max ( | )

 ( | ) 221,   0    s=arbitrarily value= 9

z
z

z

s
f z s

z f z s
s

f z s
z

s


        

     

s
s

s

تخمين ماكزيمم احتمال
)Maximum Likelihood Estimation(

)MLتخمين : (ادامه مثال
4 1 

:

4,      1
22ˆ ,      z=1
9

0,      0 1

ML

z

s

z
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تخمين ماكزيمم احتمال
)Maximum Likelihood Estimation(

)با نويز گوسي MLتخمين ): (3.3(مثال
2

1 v

z s v 

پيش از اين نشان داده شده است كه  vو  sبا فرض استقلال 

221( )
2vf v e 






2

2
( )-

2σ1 ( | ) ( ) | e
z s

z v v z sf z s f v


   s
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( | ) ( ) |
2πσz v v z sf f  

ˆMLs z 

تخمين ماكزيمم احتمال
)Maximum Likelihood Estimation(

)MLآشكارسازي سيگنال با استفاده از تخمين ): (3.4(مثال
,       the signal is presents v

z


 

هدف آشكاسازي حضور و عدم حضور سيگنال . vو  sبا فرض استقلال 
 MLبه منظور آشكارسازي حضور سيگنال با استفاده از تخمين . است

يا /شامل دو رويداد حضور وS2در فضاي احتمالcمتغير تصادفي

1

,       the signal is not present
,

z
v

s v S
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عدم حضور سيگنال
1,  the signal is present
0,  the signal is absent

c


 


1 2    z cs v S S    
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تخمين ماكزيمم احتمال
)Maximum Likelihood Estimation(

)MLآشكارسازي سيگنال با استفاده از تخمين ): (3.4(ادامه مثال

ˆ values of    that maximizes the likelihood function ( | )ML zc i f z c i 

1,     ( | 1) ( | 0)
ˆ z zf z c f z c
c

  
  

:با توجه به دو مقداره بودن تابع
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0,          otherwise                   MLc 


تخمين ماكزيمم احتمال
)Maximum Likelihood Estimation(

))از مشاهدات متعدد ML تخمين: (مثال )
( ) ( )

s n s

z n s v n


 

2

( ) ( )
( ) (0, )

z n s v n

v n N 





(1) (1)
(2) (2)

,    n n

z v

z v
Z V

   
   
    
   
   
 

.nبراي هر مقدار  vو  sبا فرض استقلال 
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( ) ( )z n v n
   
    :MLبا توجه به تعريف تخمين 

ˆ : value of  that maximizes the likelihood function   ( | )
nML Z ns s f Z ss
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تخمين ماكزيمم احتمال
)Maximum Likelihood Estimation(

)از مشاهدات متعدد ML تخمين: (ادامه مثال
گردد محاسبه است لازم محاسبه منظور )به | )Z nf Z ss ( )V nf V

 
 

11
2

1
22

1( )
2

: determinant of 

T
n n n

n

V P V

V n n

n

n n

n n

f V e
P

P Cov V

P P








به منظور محاسبه                        لازم است                    محاسبه گردد  
:كه با توجه به توصيف       خواهيم داشت

( | )
nZ nf( )

nV nf

( )v n
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:حال بردارمشاهدات را مي توان به صورت زير بازنويسي نمود
1
1

1

n n nZ s V s V

 
 
    
 
 
 



تخمين ماكزيمم احتمال
)Maximum Likelihood Estimation(

)از مشاهدات متعدد ML تخمين: (ادامه مثال
شد ارائه پيشين بخش در آنچه به توجه :با

 
   11

2
1

22

1( | )
2

T

n n n

n

Z s P Z s

Z n n

n

f Z s e
P

 



  
 s

:با توجه به آنچه در بخش پيشين ارائه شد

( | )
0nZ nf Z s 

 
s 11 1ˆ T T

ML n n ns P P Z  
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0
s




ML n n n   
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تخمين ماكزيمم احتمال
)Maximum Likelihood Estimation(

)از مشاهدات متعدد ML تخمين: (ادامه مثال

n آنگاه باشد، 2Pاگر I

 

1
2

1
2

1 1 1 1

T
n

T
n

n
P

P

 











 

اگر                    باشد، آنگاه                 


1

1ˆ ( )
n

ML
j

s z j
n 

 

nP I
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تخمين ماكزيمم احتمال
)Maximum Likelihood Estimation(

بندي بـهMLروش:جمع و نيسـت وابسته احتمال چگالي تابع )به )f s به تابع چگالي احتمال          وابسته نيسـت و بـه   MLروش:جمع بندي
به عبارت ديگر ايـن  . شناخته مي شود non-Bayesianعنوان روش  

لـذا ايـن روش يكـي از      . روش تخمين به شناخت سيگنال نياز ندارد
بـه عبـارت   . كلي ترين روش هاي تخمين بهينه محسوب مـي گـردد  

ديگر بسياري ديگر از ضوابط تخمين بهينه را مي توان زير مجموعـه  
دانست زمانيكه اطلاع و دانش بيشتري در مورد سـيگنال  MLروش 

( )sf s
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.در دست است
     لازم بـه ذكـر اسـت كـه نقطـه ضـعف عمـده ايـن روش محاسـبه          * 

likelihood function است كه به سادگي امكان پذير نيست.
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Maximum a posteriori Estimation

به منظور رخ  sبا فرض وجود مشاهدات                   ، محتمل ترين مقدار 
)دادن مقداري خواهد بود كه تابع چگالي شـرطي                             را   | )sz f s z z

( , )z g s v

ي ر ي چ ع و و ي ن
.ماكزيمم نمايد

( | )sf

( | )ˆ values of  for which 0               (3.16)s
MAP

f s z
s s

s

 
 


z

را ) 3.16(رابطه  sو مستقل بودن         از مقدار  Bayesبا توجه به رابطه 
نمود بازنويس زير صورت به توان :م

( )zf z
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:مي توان به صورت زير بازنويسي نمود
( | ) ( )ˆ values of  for which 0               (3.17)z s

MAP

f z s f s
s s

s

 
 


s

Maximum a posteriori Estimation

با توجه به اينكه در اين روش تخمين، تـابع چگـالي احتمـال        بايـد     
كاملا مشـخص مـي    MLمعلوم باشد تقاوت عمده اين روش با روش

( )sf s

روش ب روش ين و ب يوم ص
. گردد

، ايـن روش  MAPدر روش تخمين  Bayesبا توجه به استفاده از رابطه  *
.محسوب مي گردد Bayesian Estimationبه عنوان يكي از فرم هاي 
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Maximum a posteriori Estimation

با حضور نويز گوسي MAPتخمين ): 3.6(مثال
20 ),( v

z s v

v N 

 


2

2 ),( s

v

ss N  
2

2
( )

21     ( )
2

s

s

s

s

s

f s e








 

2

2
( )

212.14      ( | )
2

v

z s

z

v

Ex f z s e 






   s

22 ( )( ) sz s 
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2 2
( )( )

2 21     ( | ) ( )
2

s

v s

sz s

z s
v s

f z s f s e


 

 


 

  s

 ( | ) ( ) 0z sf z s f s

s

 
 


s

2

2 2ˆ ( )s
MAP s s

s v

s z
 

 
  



Maximum a posteriori Estimation

):3.6(ادامه مثال
3.3

2 2 ˆ ˆMAP

Ex

Ms Lv z ss 


   

به عبارت ديگر در صورتي كه توان نويز در مقابل توان سيگنال كوچـك  
.برابر هستند MLو  MAPباشد تخمين 

از سوي ديگر اگر                    تابع چگالي سيگنال گوسي بـه صـورت   * 
اين حالت معادل نداشـتن  .يك تابع چگالي يكنواخت در خواهد آمد

2
s 
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و ر و ي ي چ بع ني ل ين
.است sاطلاعات قبلي  در مورد 
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Maximum a posteriori Estimation

در آشكاري سيگنال MAPكاربرد تخمين ): 3.7(مثال
( ) is knownc

z cs

c

v

f

 
( )cf

ˆ : values of c that maximise ( | ) ( )MAP z cc f z c f cc

( | 1) if 1f

1      
0  1-

c probability p

c probability p
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( | 1)                    if 1
     ( | ) ( )

( | 0)(1 )           if 0
z

z c
z

f z p c
f z i f i

f z p c

 
      

c
c

c

1,     if    ( | 1) ( | 0)(1 )
ˆ     

0,         otherwise                                      
z z

MAP

f z p f z p
c

   
  



c c

Maximum a posteriori Estimation

در آشكاري سيگنال MAPكاربرد تخمين ): 3.7(ادامه مثال
( ) is knownc

z cs

c

v

f

 
( )cf

( | 1) 11,     if    
ˆ ( | 0)     

0,         otherwise                                      

z

zMAP

f z p

f z pc

     


c

c

.مي نامند likelihood ratioنسبت                             را  ( | 1)
( | 0)

z

z

f z

f z




c

c
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Minimum Mean-Square Error Estimation

گردد مي تعريف صورت به تخمين روشخطاي اين :در
( , )z g s v : با فرض وجود مشاهدات و اندازه گيري ها

sدر اين روش خطاي تخمين به صورت       تعريف مي گردد:

2 2 2ˆ ˆ( ) ( ) | |MSE E s s E E s s z E E s z                    

:عبارت است از) ميانگين مربعات خطا( MSEبر اساس آن 

s

ˆs s s 
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عبارت اسـت از محاسـبه تخمـين سـيگنال      بـا       MMSEو تخمين 
.استفاده از مينيمم نمودن ميانگين مربعات خطاي تخمين

s

Minimum Mean-Square Error Estimation

 sسيگنال  MMSEبراي متغير تصادفي مشاهدات     ، تخميين  -3.1قضيه 
: عبارت است از اميد رياضي شرطي

z

 22ˆ( ) ( )MSE E s s E s z        

دو متغير تصادفي با توزيـع مشـترك بـا تـابع چگـالي       zو  sاگر : اثبات
:احتمال                      باشد آنگاه

 ˆ |MMSEs E s z

, ( , )s zf s z
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2
,

2 2 2

( ) ( , )

( ) ( | ) ( ) 2 ( )( ) ( ) ( | )

s z

s z s z

s z f s z dsdz

s z f s z z f z dsdz s s z z f s z z dsf z dz
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Minimum Mean-Square Error Estimation
با توجه به اينكه لازم است        به عنوان تخميني :  3.1ادامه اثبات قضيه 

محاسبه گردد و فقط انتگـرال داخلـي متغيـر     zبه ازاي مشاهدات  s از
مورد نظر را در خود جاي مي دهد پس اگر اين انتگـرال بـه ازاي ايـن    

( )z

2 2  minimize: = 2 ( ) ( ) ( | )ss s z z f s z z ds 




      

. مي نيمم خواهد بودMSEمتغير مي نيمم گردد مقدار
)نامنفي بوده و                          PDFلازم به ذكر است كه انتگرال يك ( ( | ) 0sf s z z

 0 2 2 ( ) ( | ) 0f d
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1 [ | ]

0     2 2 ( ) ( | ) 0
( )

                     ( ) ( | ) ( | )    |  ˆ ( )

s

s s MM

E

S

s z

E

s z f s z z ds
z

z f s z z ds sf s z z d s zs E s z








 

 

     


      



 
 

Minimum Mean-Square Error Estimation

:MMSEخواص تخمين 
تخمينگر حاصل يك تخمين منحصر به فرد ارائه مي نمايد يا به عبارت  -1

ديگر مقدار مي نيمم مطلق در اين تخمين حاصل مي شود كه علت آن 
.قابل توجيه است MSEبا توجه به فرم مرتبه دوم

اين خاصيت در حاليكـه  . (است unbiasedيك تخمين  MMSEتخمين  -2
)تعداد مشاهدات نيز محدود باشد برقرار است

       ˆ ( ) |MMSEE s E z E E s z E s     
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 Bayesian Estimationيك نـوع ديگـر از مجموعـه     MMSEتخمين  -3
اين تخمين به داشتن  Bayesچرا كه با توجه به استفاده از رابطه  .است

.نياز دارد sاطلاعاتي از 
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Minimum Mean-Square Error Estimation

)با حضور نويز گوسي MMSEتخمين : (3.8مثال
2

2

(0, )

we require knowledge of so we assume ( )
v

z s v

v N

s s N s





 


we require knowledge of ,  so we assume ( , )
Also, assume that  and  are 

ss s N s

s v uncorrelated



   
      2 2

                             

s v

E z E s s

Var z Var s Var v  
       

2( )z s
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2 2
( )

2( )2 2

2 2

1( , )      ( )
2

s v

z s

s v z

s v

z N s f z e   
  




   




Minimum Mean-Square Error Estimation

)با حضور نويز گوسي MMSEتخمين : (3.8ادامه مثال
2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

ˆ( )
( ) ( ) ( )

2
2( ) 2 21 1( | )

MAP

s v

s v v s s v

s s

z s z s s s

f s z e e
 

     




   
    

      z
2 2 2 2

2 2 2 2

   ( | )
2 2

s v
s

s v s v

s v s v

f s z e e
    
   

    

 

z

2

2 2ˆ ˆ  ( )  s
MMSE MAP

s v

s s z s s
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باشند، در ايـن   uncorrelatedدو متغير تصادفي  vو  sبه عبارت ديگر اگر 
.است MAPمعادل تخمين  sاز  MMSEمثال تخمين 
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Minimum Mean-Square Error Estimation

برهر تـابعي از   MMSEخطاي تخمين در تخمين ) اصل تعامد: (3.2قضيه 
.عمود است) z(مشاهدات 

 [ | ] ( ) 0E s E s z z   

:اثبات
   

      
[ | ] ( ) |

[ | ] | ( ) | | ( )

[ | ] ( )

0

E E s E s z z zE s

E E s E s z z z E E s z E

E s z

s z z

z 
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Minimum Mean-Square Error Estimation

 اگر و فقط اگـر است  sاز  MMSEتخمين               يك تخمين : 3.3قضيه 
.خطاي تخمين بر هر تابعي از مشاهدات مانند          عمود باشد

ˆ ( )s z
( )z

 ˆ ( ) : MMSE     ( ) ( ) 0s z E s z z       

: *اثبات 

ه:توجه 3قض ن2 تخم خواص از دMMSEيك د نماي م ح مط ا
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را مطرح مـي نمايـد در   MMSEيكي از خواص تخمين3.2قضيه: توجه 
يك شرط لازم و كافي را ارائه مي كند كه بر اسـاس   3.3حاليكه قضيه 

.را شناخت MMSEآن مي توان تخمين هاي 
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Minimum Mean-Square Error Estimation

نشانگر مجموعه اي محدود از مشاهدات به صورت              Zاگر : 3.4قضيه 

:عبارت خواهد بود ازMMSEباشد آنگاه تخمين 
 1 2( ),z n n n n  Z

ين زب بو و ر ب
 ˆ( ) ( ) |s n E s n Z

: اثبات 
      

  

22

2

( ) ( ) | ( ) ( ) | ( ) | ( ) |

( ) ( ) | |

E s n E s n E s n E s n

E E

          
 

Z Z Z Z Z Z

Z Z
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  2

( ) ( ) |

( ) ( ) | ( ) |

|

2

( ) |

) |

( ) |

(E s

E s n E s n

n E

E E s

s

n

n E s n





  
 



  

  







Z

Z Z

Z Z Z

Z Z Z

Minimum Mean-Square Error Estimation

:3.4ادامه اثبات قضيه      
     

       
( ) ( ) | | ( ) | ( )

( ) ( ) | ( ) | ( ) |

E s n E s n E s n

E s n E s n E s n 



  

    

 

 

Z Z Z Z

Z Z Z Z

       
       

( ) | ( ) | | ( ) | ( )

( ) | ( ) | ) ( ) | ( )

0

E s n E E s n E s n

E s n E s n E s n





    

  



Z Z Z Z

Z Z Z Z

Z
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2

  ( ) ( ) | ( ) ( ) | | ( ) | ( ) |

( ) ( ) | |

E s n E s n E s n E E s n

E s n E s n

               
  
 

Z Z Z Z Z Z Z

Z Z
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                                          ( ) ( ) | |

 MSE= ( ) ( ) ( ) ( ) |

ˆ  s ( ) |

E

MMSE

E s n E s n

E s n E s n E s n

E s n




 

        

 

Z Z

Z Z

Z
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Linear MMSE Estimation

وابسته به محاسبه        MMSEبا توجه به اينكه محاسبه تخمين 
است و محاسبه اين تابع چگالي شرطي ميتواند بسيار مشـكل باشـد،        

لذا به دنبال جايگزيني تابع        با كلاس خاصي از تابع ها هستيم تا با 

( | )sf s zz

( )zب يم بع ز ي س ب بع ي زي ي ج ل ب ب
.محدودتر نمودن مساله يك حل ممكن ارائه گردد

( )

كلاس مهم و قدرتمندي از توابع كه مي تواند به عنوان تخمـين بهينـه در   
نظر گرفته شود، تخمين خطي است كه در آن 

ˆ ( )s z z  
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است اين در حاليـت   MMSEبسيار ساده تر از  LMMSEمحاسبه تخمين 
.كه عملكرد تخمينگر هم چندان افتي نخواهد داشت

Linear MMSE Estimation

.هدف تعيين و محاسبه     است LMMSEدر تخمين  

يكي از روش هاي تعيين       محاسبه مستقيم آن با استفاده از مي نـيمم  
بطوريكهاستMSEسازي


بطوريكه.استMSEسازي 

 2 2 2 2MSE 2E s z E s sz z           

:با گرفتن مشتق جزئي نسبت به          داريم 

   2MSE 2 2 0
E sz

E sz E z         

Estimation Theory                                      
by Dr B. Moaveni

44

  2
2 2 0      E sz E z

E z
 


         

:عبارت خواهد بود از LMMSEو در نتيجه تخمين 
 

2
ˆ      (3.43)LMMSE

E sz
s z

E z
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Linear MMSE Estimation

 LMMSEنشان مي دهـد كـه محاسـبه تخمـين     ) 3.43(توجه به معادله 
نيازي به اطلاع از توابع چگالي احتمال ندارد، بلكه مي توان از محاسبه 

.و تخمين گشتاورهاي مرتبه دوم            و             استفاده نمود  E sz2E z  

 
1

1 M

m m
m

E sz s z
M 

 

 

2 2

1

1 M

m
m

E z z
M 
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Linear MMSE Estimation

)LMMSEاصل تعامد در تخمين : (3.5قضيه 
، آنگـاه  zباشد بـا اسـتفاده از مشـاهدات     sاز  LMMSEاگر       تخميين 

.عمود است         توابع خطيخطاي تخمين               بر تمامي ( )s z
( )z

( )z ي بر ين يي بع وو ( )( )

:اثبات
 ( ) ( ) 0E s z z    

      2
2 2

( ) ( )
E sz E sz

E s z z E s z z E sz z
E z E z
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       2
2

                             0
E sz

E sz E z E sz E sz
E z
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Linear MMSE Estimation and Vector RVs

در . اگر        و          متغيرهاي تصادفي برداري با توزيع مشـترك باشـند  
به فرم              مي توان به صـورت   LMMSEخصوص محاسبه تخمين 

:زير عمل نمود

1ms1qz

ˆ Ms = z

 Pمـاتريس    traceميانگين مربعات خطا را مي توان با اسـتفاده از تـابع   
:توصيف نمود

   ˆ ˆLet   T
P E s s s s    

         ˆ ˆT T
MSE trace P E s s s s E s Mz s Mz            
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ميتوان از                 نسبت به ماتريس  Mحال به منظور محاسبه ماتريس 
M مشتق گرفت.

 trace P

Linear MMSE Estimation and Vector RVs

:لذا
  

. .

T

T T T T T T

P E s Mz s Mz

E ss E sz M M E zs M E zz M

    
                 

:از طرفي

   
   

 . .

( )

                      .

T T T

T T T

E ss E sz M M E zs M E zz M

trace P trace E ss trace E sz M

trace ME zs trace M E zz M

              

        

       

 Tt ABA 
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2                    

T

T T

T

trace ABA
AB

A

trace B Atrace AB
B

A A
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Linear MMSE Estimation and Vector RVs

:در نتيجه
( ) 2 2 . 0            (3.50)T Ttrace P

E sz M E zz
M

           

  1
                                       (3.51)T TM E sz E zz


        

 Tt ABA 

  1
ˆ                                        (3.52)T Ts E sz E zz z
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2                    

T

T T

T

trace ABA
AB

A

trace B Atrace AB
B

A A

 
 
 



   

Linear MMSE Estimation

)و متغيرهاي تصادفي برداري LMMSEاصل تعامد در تخمين : (3.6قضيه 
اگر        و         متغيرهاي تصادفي با توزيـع مشـترك باشـند و تخمـين     

LMMSEازsبا استفاده از مشاهداتz   باشد، آنگـاه خطـاي تخمـين
1ms 1qz 

زز ينzب ي ب
.عمود است zبر 

:اثبات
 ˆ 0T

m qE s s z    

    1
ˆ T T T TE s s z E s E sz E zz z z
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1

1

                     

                     0

T T T T

T T T T

E sz E E sz E zz zz

E sz E sz E zz E zz
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Linear MMSE Estimation

:3.7قضيه 
باشد، آنگاه zبا استفاده از مشاهدات  sاگر          يك تخمين خطي از 

نمايدMSEمقدار م نيمم م اگررا فقط و تخميناگر خطاي
( )z

 s z



خطاي تخمين                  اگر و فقط اگررا مي نيمم مي نمايدMSEمقدار     
.عمود باشد zبر مشاهدات    

با استفاده از اين قضيه ميتوان تخمينگـر خطـي نـامتغير بازمـان     : توجه

 ( ) 0T
m qE s z z    

 s z
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MMSE را ساده تر طراحي نمود.

Linear MMSE Estimation

به عنوان مثال در حالت اسكار
  0E s z z    

 

باشند برابر صفر zو  sميانگين با فرض اينكه 

   2
2

        
E sz

E sz E z
E z

          

     
  

 
2 22

,E sz E s E z Cov s z

E z E z
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   zE z E z    

:به صورت Correlation Coefficientبا تعريف 
 

, 2 2

,
s z

s z

Cov s z
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Linear MMSE Estimation

     
  

 
,2 22

,
s

s z
z z

E sz E s E z Cov s z

E z E z

 
 


  

   

قصد دارد موازنه اي ما بين سيگنال و نـويز  ) 3.55(ضريب وزني در رابطه 
. برقرار نمايد

را نشان مي دهـد، بنـابراين   zمعياري از توان سيگنال در مشاهدات       

,ˆ                    (3.55)s
LMMSE s z

z

s z



 

2
s
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.را افزايش مي دهدzبزرگ بودن      وزن مشاهدات
از طرفي       واريانس مشاهدات يا به عبارتي توان نويز را نشان مي دهـد  

قابل  sبراي تعيين  zكه در صورتي كه توان نويز بزرگ باشد مشاهدات 
.اعتماد نخواهند بود و ضريب وزني كاهش مي يابد

2
z

Linear MMSE Estimation

ــه  ــر  ) 3.55(معادل ــه اگ ــر تصــادفي  zو  sنشــان مــي دهــد ك دو متغي
uncorrelated يا به عبارت ديگر اگر سـيگنال و مشـاهدات از   /باشند و

آنگاه اشند ن ط ت شابه د ه ت هاي گشتا يق طريق گشتاورهاي مرتبه دو مشابه و مرتبط نباشند آنگاه ط
 

, 0s z  ˆ  0LMMSEs 
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Linear MMSE Estimation
:LMMSEتحليل عملكرد تخمين 

    bi d ti tiˆ 0E E 

باشند برابر صفر zو  sميانگين با فرض اينكه 
       unbiased estimationˆ 0LMMSEE s s E s z   

   

 

 

2
2 2 2

, ,2

2 2
2 2 2 2 2 2

, , , ,

2

2 2

2

2

,

2

2 ( , ) 2

ˆ

1

s s
s z s z

z z

s s s s
s z s z z s s z s z s z s

LMM

z z
z z z

S

z

EE E s E sz E z

E s Co

s

v

s

s z
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 2
,

2                        1 s s z 

,

,

         will be maximaized
         0      1

0s z

s z

If MSE

If MSE z s



 

 



      

Linear MMSE Estimation
MMSEجمع بندي روش 

بر مي گردد و بـا   E[s|z]به محاسبه اميد رياضي شرطي  MMSEتخمين 
ام ن به زيربهينه مساله يك به مساله آن محاسبه بودن مشكل به توجه به مشكل بودن محاسبه آن مساله به يك مساله زيربهينه به نـام  توجه

. تبديل گشت LMMSEتخمين 

متغيرهاي گوسـي بـا توزيـع مشـترك باشـند تخمـين        zو  sاگر  :توجه
LMMSE  همان تخمين بهينهMMSE خواهد بود.
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مقايسه روشهاي تخمين بهينه مطرح شده
به نظر مشابه مي آيند وليكن تفاوت هاي   MAPو  MLروشهاي تخمين 

:بسياري ما بين آنها وجود دارد
اMLگ ا ا اا الاا ال ا ك كه احتمـال بـالاتري    s، مقداري ازzبا داشتن مشاهدات:MLتخمينگر 

.را توليد مي كنند zدارد كه مشاهدات 

كه احتمال بـالاتري   s، مقداري از zبا داشتن مشاهدات :  MAPتخمينگر 
د دا داد خ تخ(ا از Bشكل i(

 ( | )ˆ values of    for which 0              (3.9)z
ML

f z s
s s

s

 
 


s
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).Bayesianشكلي از تخمين(براي رخ دادن دارد
( | )ˆ values of  for which 0               (3.16)s

MAP

f s z
s s

s

 
 


z

مقايسه روشهاي تخمين بهينه مطرح شده
با تعداد كم نمونه ها ممكن است پاسخ بهتري  MAPو  MLتخمين  :توجه

در اختيار قرار دهند وليكن در تعداد زيـاد تخمـين    MMSEاز تخمين 
MMSEقداMSEد ن اهد خ ت ك ا MMSEمقدارMSEرا كمتر خواهد نمود.

عبارت است از مصالحه اي ما بين بهنيـه سـازي    LMMSEتخمين  :توجه
اين روش بـه محاسـبه مقـادير بـا     . كامل و ممكن بودن يافتن تخمين

بلكه جهـت محاسـبه   . نيازي ندارد) likely value(بيشترين احتمال 
مرتبه گشتاورهاي است لازم تخمين درzوsاز2اين كه است وابسته
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وابسته است كه در  zو sاز 2اين تخمين لازم است گشتاورهاي مرتبه
بسياري از مسائل قابل محاسبه هستند و نياز بـه وابسـتگي مسـتقيم    

كـه ايـن موجـب سـاده تـر شـدن       . مقدار تابع چگالي احتمال نيست
.استفاده از اين تخمين در محاسه و كاربرد مي گردد
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مقايسه روشهاي تخمين بهينه مطرح شده
)MLو  MMSEتخمين : (3.10مثال 

.را درنظر بگيريد 3.2متغير تصادفي مثال 
1

,

1 ( ) ,      0 4,   0
( , ) 12

0,                                     

z

s z

s z e s z
f s z

otherwise

       


4

,
0

( 2)    ( ) ( , )
3

z
z s z

z
f z f s z ds e

   1    ( | ) ,    0 4,0
4 2z

s z
f s z s z

z


       


z

 
4
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,
0 0

1 4 4

0 0 1 0

ˆ ˆ    MSE( ) ( , )

4 0 4.8636
12 12

ML ML s z

z z

s s s f s z dsdz

s z s z
s e dsdz s e dsdz


 

  

 
   

 

    

مقايسه روشهاي تخمين بهينه مطرح شده
)MLو  MMSEتخمين : (3.10ادامه مثال 

 
4

0

6 16ˆ | ( | )
3 6MMSE s

z
s E s z sf s z z ds

z


   


0

 
4

,
0 0

ˆ ˆ    MSE( ) ( , ) 1.1192MMSE MMSE s zs s s f s z dsdz


    

:همانگونه كه انتظار مي رفت
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.دو مقدار متفاوت خواهند داشت MMSEوMLتخمين–
.است MLكوچتري نسبت به تخمين  MSEداراي مقدار   MMSEتخمين –



1

باسૡه ৎعاฮی

 تئوري تخمين و فيلترهاي بهينه

Lecture 4

فيلتر وينر

كه در كنترل و پردازش سيگنال داراي   است LTIفيلتر وينر يك فيلتر •
از سيگنال ارائه  LMMSEاين فيلتر يك تخمين . كاربرد فراوان است

كند .مي

مقدمه

.مي كند

:فيلتر وينر داراي سه ساختار كلي و مهم است كه عبارتند از•

– Finite Impulse Response (Wiener-Hopf Equation)
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– Infinite Impulse Response

– Causal Wiener Filter



2

در اين فصل  (است LTIبا فرض اينكه تخمينگر مد نظر ما يك تخمينگر •
، لذا مي توان اين تخمينگر را  )به دنبال يافتن چنين تخمينگري هستيم

نمود ارائه زير صورت به كانولوشن توصيف از استفاده :با

:LTI-MMSEفيلترهاي 

:با استفاده از توصيف كانولوشن به  صورت زير ارائه نمود

ˆ( ) ( )* ( ) ( ) ( ) ( ) ( )              (4.2)
i i

s n h n z n h n i z i h i z n i
 

 

     

كه به آن فيلتر نيز        پاسخ ضربه تخمينگركه در آن          عبارت است از 
.مي گويند
( )h n
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و ي
تخمينگر، اين امكان بوجود مي آيد كه از ابزارهاي  بودن  LTIبا فرض •

.بتوان استفاده نمود) و تبديل فوريه zمانند تبديل (حوزه فركانس 

اگر        به صورت زير تعريف شود•

طه ا 4(آنگا د)2 ن ازن ان ت ز ت ه :ا

H :  ( ) 0H n h n 

:LTI-MMSEفيلترهاي 

:را به صورت زير مي توان بازنويسي نمود)4.2(آنگاه رابطه
ˆ( ) ( ) ( )

i H

s n h i z n i


 

كه با درنظر گرفتن         و          به صورت سيگنال هاي تصادفي با توزيع  
.مشترك متغير تصادفي         به صورت زير قابل بيان خواهد بود

( )ns( )nz

ˆ( )ns
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بو و ن بي بل زير ور ب ي ير )ر )

ˆ( ) ( ) ( )                           (4.4)
i H

n h i n i


 s z



3

هدف طراحي در اينجا تعيين پاسخ ضربه تخمينگر است،       ، بطوريكه •
MSE را مي نيمم نمايد.

( )h n

 

:LTI-MMSEفيلترهاي 

:لذا

 2ˆ( ) ( )MSE E s n s n   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i H j H

MSE E s n h i n i s n h j n j
 

   
       

    
 z z
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   2 ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )   (4.6)
i H i H j H

E s n h i E s n z n i h i h j E z n i z n j
  

  

         

)نسبت به         و  با فرض           خواهيم داشت؟ MSEبا مشتق گيري از • )h i

   2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 0MSE
E s n z n i h j E z n i z n j


  

:LTI-MMSEفيلترهاي 

( ) 0h i 

:درنتيجه

   2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 0
( ) j H

E s n z n i h j E z n i z n j
h i 

      
 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )                 (4.7)
j H

h j E z n i z n j E s n z n i
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..

( ) ( ) ( ) ,                       (4.8)z sz
j H Cross CorrAuto Corr

h j R j i R i i H
 

   



4

مبناي ارائه فيلتر وينر است كه منجر به يك ) 4.8(با توجه به اينكه معادله 
مي گردد لذا، خواص مطرح شده در خصوص   MMSEو  LTIفيلتر 

هاي داشتLMMSEتخمينگر خواهد قابلرا زير نكات خصوص اين در

:LTI-MMSEفيلترهاي 

در اين خصوص نكات زير قابل  .را خواهد داشتLMMSEتخمينگر هاي 
:طرح هستند

.بهينه لازم هستند LTIفقط گشتاورهاي مرتبه دوم جهت تعيين فيلتر •
نسبت به         است كه اين  quadraticيك معادله به فرم ) 4.6(معادله •

:امر نتايج زير را به همراه خواهد داشت
( )h n
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– MSE داراي يك مي نيمم منحصر به فرد است و در نتيجه فيلترLTI و بهينه
.يكتا است          

.مقدار مي نيمم با استفاده از                       قابل محاسبه است   –
( )h n

0
( )

MSE

h i






:را مي توان به صورت زير بازنويسي نمود) 4.7(معادله 

:LTI-MMSEاصل تعامد براي فيلترهاي 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )                 (4.7)
j H

h j E z n i z n j E s n z n i


   

   
ˆ( )

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0

ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0        (4.9)

j H

j H

s n

E z n i s n h j z n j

E z n i s n s n E z n i s n
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كه اين معادله نشانگر ارضا شدن اصل تعامد است براي تخمينگر هاي  •
LTI-MMSE.

نشان مي دهد كه خطاي  ) 4.9(با تعريف                                         رابطه •
.تخمين بر مشاهدات مجموعه       عمود است

 ( ),z n i i H  Z

Z



5

باشد كه        روي      LTIاگر                         يك تخمين بهينه : 4.1قضيه 
است   LTIتعريف شده است و با فرض اينكه        پاسخ ضربه يك فيلتر 

شود مي تعريف از اي مجموعه زير روي بر.كه تخمين خطاي آنگاه

:LTI-MMSEاصل تعامد براي فيلترهاي 

ˆ( ) ( )* ( )s n h n z n( )h nH

( )g n

Hآنگاه خطاي تخمين بر  .كه روي زير مجموعه اي از        تعريف مي شود
.خروجي                  عمود خواهد بود

H

( )* ( )g n z n

 ˆ( ) ( ) ( )* ( ) 0E s n s n g n z n   

بر روي مجموعه       باشد    LTIاگر       پاسخ ضربه يك فيلتر : 4.2قضيه 
.  بر روي       باشد LTIو همچنين اگر      مجموعه اي از تمامي فيلترهاي 

خ ك ا ل ف ا ا MMSEآنگا

H ( )h n

GH
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 MMSEآنگاه در ميان تمامي فيلترهاي      ،                          يك تخمين 
خطاي تخمين بر                      عمود باشد كه         اگر و فقط اگراست 

.پاسخ ضربه هر يك از فيلترهاي تعريف شده در        است

ˆ( ) ( )* ( )s n h n z n G

( )* ( )g n z n

 ( ) ( )* ( ) ( )* ( ) 0E s n h n z n g n z n   

( )g n

G

)  4.2(با توجه به قضيه 

:LTI-MMSEاصل تعامد براي فيلترهاي 

( ) ( )     ( )* ( ) ( )g n n i g n z n z n i    

 ˆ( ) ( )* ( ) is  estimation  ( ) ( )* ( ) ( ) 0s n h n z n E s n h n z n z nMM iSE     
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6

 LTI-MMSEبا توجه به آنچه تا كنون ارائه شد مساله يافتن تخمينگر 
.آماده ارائه است

ت ا اين ب ض ف دد گ ائه ا ه ادا د كه ين ها لت ف ا ت ا ب

The FIR Wiener filter

براي تمامي فيلترهاي وينر كه در ادامه ارائه مي گردد فرض بر اين است  
با ميانگين صفر   JWSSكه        ،           و           متغيرهاي تصادفي 

:لذا. هستند
( )s n( )v n( )z n

 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
z z

sz sz

E z i z j R j i R k

E s i z j R j i R k
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با فرض اينكه فيلتر مد نظر داراي پاسخ ضربه اي به صورت        روي   •
اشد ازه ك د ه ض خ ا آنگا

The FIR Wiener filter

( )h n

:استخراج معادلات فيلتر وينر

 آنگاه پاسخ ضربه در يك بازه .مجموعه                                   باشد
.گويند FIRفيلتر  زماني محدود موجود است كه به اين نوع فيلتر،

  طول فيلتر ،Nبه  ،N، در بازه زماني causalو   FIRدر ارائه يك فيلتر  •
.گويند مرتبه فيلتررا  N-1 گفته مي شود و

 0,1, 2, , 1H N 
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 Wiener-Hopfبه منظور استخراج معادلات فيلتر وينر از معادله  •
. استفاده مي شود و به دنبال محاسبه تكرار جزئيات نيستيم



7

The FIR Wiener filter

1

0

ˆ( ) ( ) ( )                   (4.13)
N

i

s n h i z n i




 
بنابراين

 2ˆ  2ˆ( ) ( )              (4.14)MSE E s n s n   

1

0

( ) ( ) ( ),           0 1            (4.15)
N

z sz
j

h j R j i R i i N




    

(0)(0) (1) ( 1) (0)
(1)(1) (0) ( 2) (1)

(4 16)

szz z z

szz z z

RR R R N h

RR R R N h
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    (4.16)

( 1)( 1) ( 2) (0) ( 1)
z sz

szz z z

hR r

R NR N R N R h N

    
           

    
  

از                       استفاده ) 4.16(توجه داشته باشيد كه در نوشتن معادله 
.شده است

( ) ( )z zR k R k 

The FIR Wiener filter

(4.16)          (4.17)z szR h r 

در نتيجه

11                 (4.18)z szh R r 

1 (0)(0) (1) ( 1)(0)
(1)(1) (0) ( 2)(1)

      (4.19)

( 1)( 1) ( 2) (0)( 1)

szz z z

szz z z

szz z z

RR R R Nh

RR R R Nh

R NR N R N Rh N
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ماتريس        داراي يك فرم خاص است كه با عنوان ماتريس : توجه
Toeplitz  از روش  ) 4.19(شناخته مي شود لذا جهت محاسبه رابطه

.مي توان استفاده نمود Levinson-Durbinبرگشتي به نام 

zR
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The FIR Wiener filter

   
1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
N

i

MSE E s n s n h i z n i E s n s n h i E s n z n i




         
  

  
1

0

N

i






:MSEمحاسبه 

   
1

2

0
1

0

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

        (0) ( ) ( )         (4.21)

(0) (4 22)

N

i

N

s sz
i

T

E s n s n E s n h i E s n z n i

R h i R i

MSE R h r
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(0)                   (4.22)filter s szMSE R h r 

The FIR Wiener filter

 2( ) ( ) (0) 2 (0) (0) (2.23)filtMSE E s n z n R R R      

:اگر                         در نظر گرفته مي شد آنگاه ˆ( ) ( )s n z n

  ,( ) ( ) (0) 2 (0) (0)           (2.23)no filter s s z zMSE E s n z n R R R  

بر اين اساس به منظور ارزيابي تاثير فيلتر وينر شاخصي به صورت زير  
:تعريف مي گردد

dB
10reduction in 10 log            (2.24)no filter

filter

MSE
MSE

MSE
 

   
 

Estimation Theory                                      
by Dr B. Moaveni

16

.  به منظور ارزيابي عملكرد فيلتر مي توان سود جست MSEاز معيار : توجه
 MSEتوجه داشته باشيد كه بالا بردن مرتبه فيلتر مي تواند موجب كاهش 

.اين امر تاثير چنداني ممكن است نداشته باشد FIRگردد وليكن در فيلتر 



9

The FIR Wiener filter
:اندازه گيري با حضور نويز جمع شونده

اگر مشخص باشد كه نويز به صورت جمع شونده قابل مدل شدن است  
خواهد وجود تر ساده معادلات با و جايگزين امكان )آنگاه )R k( )R k

( ) ( ) ( )
( ), ( ) :  uncorrelated, zero mean & JWSS

z n s n v n

s n v n

 

آنگاه امكان جايگزيني          و             با معادلات ساده تر وجود خواهد  
:داشت

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )z E z n z n k E s n v n s n k v n kR k         

در نتيجه

( )zR k( )szR k
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    ( ) ( )                       ( ) ( ) ( ) ( ) (4. 5) 2s vE s n s R kn k E v n v k kn R    

   
   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

         ( ) ( ) ( ) ( )      

( )

( )            (4.26)
sz

s

E s n z n k E s n s n k v n k

E s n s n k E s n v n k

R k

R k

       
    

The FIR Wiener filter

  1
s v sh R R r

 

:عبارتند از با حضور نويز جمع شوندهلذا ضرايب فيلتر 

ك
(0) (1) ( 1)
(1) (0) ( 2)

( 1) ( 2) (0)

s s s

s s s
s

s s s

R R R N

R R R N
R

R N R N R

 
  
 
   




   


كه
(0) (1) ( 1)
(1) (0) ( 2)

( 1) ( 2) (0)

v v v

v v v
v

v v v

R R R N

R R R N
R

R N R N R
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(0)
(1)

( 1)

s

s
s

s

R

R
r

R N

 
 
 
 
  



(0)
(1)

( 1)

h

h
h

h N
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The FIR Wiener filter

2

signal  ( ),          ( ) 0.95

Additive noise    ( ) 2( ),   2  
( ), ( ) :  uncorrelated, zero mean &

( )
 JWSS

k
s

v vR

s n R k

v n

s n v n

k k 



  
):4.2(مثال 

.ارائه نماييد 2يك فيلتر بهينه خطي از مرتبه 
1 2 3N N   

(0) (1) (2) (0) (0)R R R h R     

( ) ( ) ( ) 0.95 2 ( )

( ) ( ) 0.95

k
z s v

k
sz s

R k R k R k k

R k R k
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(0) (1) (2) (0) (0)
(1) (0) (1) (1) (1)
(2) (1) (0) (2) (2)

z z z sz

z z z sz

z z z sz

R R R h R

R R R h R

R R R h R

     
          
          

3 0.95 0.9025 (0) 1
0.95 3 0.95 (1) 0.95

0.9025 0.95 3 (2) 0.9025

h

h

h

     
          
          

 0.2203 0.1919 0  738 .1h 

The FIR Wiener filter
):4.2(ادامه مثال 

ف ط از
(0) 0.4406T

filter s szMSE R h r  

از طرفي
2no filterMSE  

 ( )          reduction in 6.56 dBMSE 
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The FIR Wiener filter
: FIRپيش بيني سيگنال با استفاده از فيلتر وينر 

يكي از اجزا تخمين، پيش بيني سيگنال است كه تخمين با يك گام پيش  
ن ل ف ا ا ا نFIRن ل ف ز ا ت :مي توان به صورت زير فرموله نمودFIRبيني را بر اساس فيلتر وينر

1

0

ˆ( 1) ( ) ( )                            (4.31)
N

i

s n h i z n i




  

 2ˆ( 1) ( 1)                 (4.32)MSE E s n s n     

Estimation Theory                                      
by Dr B. Moaveni

21

نشان مي دهد كه فقط  ) 4.14(و ) 4.13(مقايسه معادلات فوق با معادلات 
لذا مي توان معادلات حاصل  . تغيير كرده است n+1به  nشاخص زماني از 

.را بطور مشابه بازنويسي نمود hجهت محاسبه پارامترهاي 

The FIR Wiener filter
: FIRدر پيش بيني سيگنال با استفاده از فيلتر وينر  hضرايب 

( )(0) (1) ( 1) (0) 1szz z z RR R R N h     
    



:عبارت خواهد بود از MSEدر نتيجه 

( )(1) (0) ( 2) (1)
   

2
   (4.34)

( )( 1) ( 2) (0) ( 1)

szz z z

szz z z

RR R R N

N

h

RR N R N R h N
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1

0

(0)- ( ) ( 1)                (4.35)
N

s sz
i

MSE R h i R i
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The FIR Wiener filter
پيش بيني در حضور نويز رزونانسي  ): 4.3(مثال 

در حاليكه . با يك مرحله پيش بيني است 3هدف طراحي يك فيلتر مرتبه 
ك آك اگنال گ از ان ال ط ك

The signal is generated via          ( ) 0.4 ( 1) ( )

( ) :    white noise with   and  

s n s n n

n zero mean unit variance





  

.در يك محيط بسته در حال اندازه گيري استsسيگنال آكوستيك

با توجه به رزونانس در محيط بسته نويز اندازه گيري به صورت زير قابل  
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مدلي از رزونانس ناشي از محيط بسته است، xدر اين مدل.مدلسازي است
d  كه نويز ميكروفن   1عبارت است از نويز سفيد با ميانگين صفر و واريانس

.را مدل مي نمايد
( ) 0.5 ( 1) 0.3 ( )
( ) ( ) ( )

x n x n s n

v n x n d n

  
  

The FIR Wiener filter
)):4.3(ادامه مثال  ), ( ) are uncorrelated

all processes are JWSS
d n n

.  هستند به دليل وجود رزونانس correlationداراي  vو  sدر حاليكه 
:با توجه به روابط فوق كل فرايند را مي توان به صورت زير مدل نمود

( )sH z
( )n ( )s n


( )z n
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( )xH z
( )x n

( )d n








13

The FIR Wiener filter
):4.3(ادامه مثال 

)لازم است             hبه منظور محاسبه پارامترهاي )4.34(با توجه به رابطه )zR k

.و          محسبه گردد ( )szR k

     
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 0.5 ( 1) 0.3 ( 1) ( ) ( ) 0.5 ( 1) 0.3 ( 1) ( )

( ) 0.5 ( 1) 0.3 ( 1) 0.5 ( 1) 0.25 ( ) 0.15 ( ) 0.3 ( 1)
  0.15

z

s sx s xs x sx s

sx

R k E z n z n k E s n v n s n k v n k

E s n x n s n d n s n k x n k s n k d n k

R k R k R k R k R k R k R k

R

        
                
          

 ( ) 0.09 ( )
0 3 ( 1) 1 09 ( ) 0 3 ( 1)

sk R k

R k R k R k
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0.3 ( 1) 1.09 ( ) 0.3 ( 1)
  0.5 ( 1) 0.15 ( ) 0.5 ( 1)
  0.25 ( ) 0.15 ( )

s s s

sx sx xs

x xs

R k R k R k

R k R k R k

R k R k

  
    

 

The FIR Wiener filter
يك طرفه و دو طرفه zبا تبديل  PSDارتباط 
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The FIR Wiener filter ):4.3(ادامه مثال 
.           در نتيجه لازم است ترم هاي          ،            و             محاسبه گردند ( )xR k ( )sR k

1(2 89) ( ) ( ) ( ) ( )S z H z H z S z  

( )zR k

:محاسبه            ( )sR k

1 1

(2.89) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 25 25( ) ( )

1 0.4 1 0.4 1 0.4 21 0.4 21 2.5
( ) 1

25                                                           ( ) (0.4)
21

s s s

s s

k
s

S z H z H z S z

z z
H z S z

z z z z z
S z

R k





 

 

        

 

 

sب

:محاسبه             ( )xR k
1

1(2.89) ( ) ( ) ( ) ( )
0 3 0 3 1 1x x x sS z H z H z S z
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1
1

1 1
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0.3 0.3 1 1( )0.3 1 0.5 1 0.5 1 0.4 1 0.4( )

1 0.5

1 25 125                                                            ( ) (0.5) (0.4)
7 3 21

x x x s

x

x

k k
x

z z
S zz z z z zH z

z

R k




 



       

     

The FIR Wiener filter ):4.3(ادامه مثال 
1

1
1

1

(2.90) ( ) ( ) ( )
0.3 1 1( )0.3 1 0.5 1 0.4 1 0.4( )

1 0 5

sx x s

ss

x

S z H z S z
z

S zz z z zH z
z








 
     

:محاسبه             ( )sxR k

  1

1 0.5

5 25 125                   ( ) 2 1 2(0.4) (0.4)
7 4 84

k kk
sx

z

R k k 

 

          

: از طرفي. از طرفي                         است ( ) ( )xs sxR k R k 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.5 ( 1) 0.3 ( 1) ( )

0 3 ( 1) ( ) 0 5 ( 1)
szR k E s n z n k E s n s n k x n k s n k d n k

R k R k R k
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0.3 ( 1) ( ) 0.5 ( 1)s s sxR k R k R k    

لذا با توجه به محاسبات انجام گرفته در بالا مساله آماده محاسبه 
.است hپارامترهاي 
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The FIR Wiener filter ):4.3(ادامه مثال 

2.8172 1.2129 0.7567 0.4385 (0) 0.5503
1.2129 2.8172 1.2129 0.7567 (1) 0.2201

h

h

     
     
     

:3مرتبه ) پيش بيني كننده(يراي يك تخمينگر 

1.2129 2.8172 1.2129 0.7567 (1) 0.2201
0.7567 1.2129 2.8172 1.2129 (2) 0.0881
0.4385 0.7567 1.2129 2.8172 (3) 0.0352

h

h

h

     
     
     
     

:در نتيجه
   (0) (1) (2) (3) 0.2010 0.0029 0.0191 0.0113h h h h   
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:براي اين فيلتر عبارت است از MSEكه مقدار 
1.0813MSE 

The FIR Wiener filter ):4.3(ادامه مثال 
:3تخمين سيگنال در حالت فيلترينگ با فيلتر مرتبه 

6

8  

Signal

Estimation

0

2

4

6
Measurment
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The FIR Wiener filter

pure prediction):4.3(مثال 

:با فرض اينكه هيچگونه نويزي در مشاهدات وجود ندارد، لذا

( ) ( ) ( ) 0.5 ( ) 0.9 cos( )
8

k
z sz s

k
R k R k R k k

   

1.5 0.8315 0.5728 (0) 0.8315
0.8315 1.5 0.8315 (1) 0.5728
0.5728 0.8315 1.5 (2) 0.2790

h

h

h
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   (0) (1) (2) 0.5045 0.1528 0.0914h h h  

The Non-causal Wiener filter
تعريف  Hروي مجموعه نامحدود  h(n)اگر در طراحي فيلتر، پاسخ ضربه فيلتر 

.  گفته مي شود) Infinite Impulse Response )IIRشود، به آن فيلتر 
مجموعه هاي نامحدود زيادي وجود دارند وليكن در اينجا و با هدف معرفي 

IIRH برابر مجموعه اعداد صحيح در نظر گرفته مي شود H، مجموعهIIRفيلترهاي 
)H=Z.(
 Non-causal IIR Wienerمشخصا چنين فيلتر عبارت خواهد بود از  •

filter  كه معمولا با عنوانcausal Wiener filter-Non شناخته مي شود  .
ندارد وليكن در كاربردهاي ) online(مطمئنا چنين فيلتري كاربرد به هنگام  •

off lineاه خ گ كا ه ل قا ا د دا د اد ز ات شاه كه
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off-line  كه حجم مشاهدات زيادي وجود دارد بسيار قابل به كارگيري خواهد
.بود

بهترين تخمين ممكن با استفاده از يك  Non-causal Wiener filter :توجه
.را در اختيار مي گذارد LTIفيلتر 
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The Non-causal Wiener filter
:استخراج معادلات 

هستيم  LTIبا توجه به اينكه به دنبال ارائه يك تخمينگر 


ˆ( ) ( ) ( )    
i

s n h i z n i




 

عبارت خواهد بود از Wiener-Hopfلذا رابطه 

( ) ( ) ( )                    (4.41)z sz
j

h j R j i R i i
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يك سيستم از بعد بي نهايت را توصيف مي نمايد لذا نمي توان آن ) 4.41(رابطه 
.  حل نمود FIRرا به صورت ماتريسي و مشابه فيلتر 

The Non-causal Wiener filter
:استخراج معادلات 

بودن، امكان گرفتن تبديل  JWSSوليكن با توجه به فرض صفر بودن ميانگين و 
Zنتيجه در و دارد وجود رابطه اين از Z از اين رابطه وجود دارد و در نتيجه

.(4.41) ( ) ( ) ( )z trans
sz zS z S z H z 

( )    ( )          (4.42)
( )

sz

z

S z
H z

S z
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واضح است كه اگر             داراي صفري روي دايره واحد يا خارج از آن باشد 
.موجب ناپايداري           مي گردد

( )zS z

( )H z
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The Non-causal Wiener filter
:MSEمحاسبه 

 براي MSEميتوان نشان داد كه ) 4.21(و رابطه  FIRمشابه قيلتر 
Non-causal Wiener Filterاست محاسبه قابل زير صورت :به Non causal Wiener Filterبه صورت زير قابل محاسبه است:

معكوس           وجود داشته  zاگر امكان محاسبه          با استفاده از تبديل 
استفاده نمود وليكن در بسياري از مواقع )4.43(را ميتوان از رابطهMSEباشد، 

( )h i( )H z

(0) ( ) ( )         (4.43)s sz
i

MSE R h i R i
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بب ر ز ن و ي عر و ز ري ي ب ر ن ي و و
.لذا لازم است روش ديگري پيشنهاد گردد. اين محاسبه بسيار پيچيده مي شود

The Non-causal Wiener filter
:MSEادامه محاسبه 

را با استفاده از رابطه زير نيز  MSEبا توجه به قضيه مانده ها مي توان رابطه 
نمود :محاسبه نمود:محاسبه

( )h i

1 1

* 1

1 ( ) ( ) ( )      ( ) rational
2

        (4.47)
1 ( ) ( ) ( )           otherwise    
2

s sz sz

C

s sz

C

S z H z S z z dz S z
j

MSE

S z H z S z z dz
j
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در هر نوع فيلتر وينري  MSEاين رابطه را مي توان براي محاسبه :توجه
.استفاده نمود
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The Non-causal Wiener filter
در حضور نويز جمع شونده MSE: مثال

(4.25) ( ) ( ) ( )z S vS z S z S z  
(4.26) ( ) ( )

z S v

sz sS z S z 

( )( )
( )

sz

z

S z
H z

S z
 

(4 47) 1 1 1( ) ( )1 1S z S z   
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(4.47) 1 1 1

1 1

( ) ( )1 1( ) ( ) ( ) 1
2 ( ) 2 ( )

( )1 1                       ( ) ( ) ( )
2 ( ) 2

sz sz
s sz s

z zC C

v
s v

zC C

S z S z
MSE S z S z z dz S z z dz

j S z j S z

S z
S z z dz S z H z z dz

j S z j

 

 

  

 

   
       

   
 

  
 

 

 

 

 

The Non-causal Wiener filter
Non-Causalو  FIRمقايسه فيلتر وينر ): 4.5(مثال

:را در نظر بگيريد، با توجه به محاسبات انجام گرفته 4.2مجددا مثال 
( ) 0.95 2 ( )

( ) 0.95

k
z

k
sz

R k k

R z

 



  12 1 0.7931 1 0.79311 0 95 z z 

:zدر نتيجه با گرفتن تبديل 
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1 1

2

1

1 0.95( ) 2 2.3955
(1 0.95 )(1 0.95 ) (1 0.95 )(1 0.95 )

1 0.95( )
(1 0.95 )(1 0.95 )

z

sz

S z
z z z z

S z
z z
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The Non-causal Wiener filter
Non-Causalو  FIRمقايسه فيلتر وينر ): 4.5(ادامه مثال

( ) 0.95 2 ( )

( ) 0.95

k
z

k
sz

R k k

R z

 



 
( ) 0.0975( ) szS z

H z  

:zدر نتيجه با گرفتن تبديل 

Estimation Theory                                      
by Dr B. Moaveni

39

  
 

  
 

1

2

1

( )
( ) 2.3955 1 0.7931 1 0.7931

1 0.7931
0.1097 ( ) 0.1097 0.7931

1 0.7931 1 0.7931

z

n

H z
S z z z

h n
z z





 


  

 

The Non-causal Wiener filter
Non-Causalو  FIRمقايسه فيلتر وينر ): 4.5(ادامه مثال

0(0.95) 0.1097(0.7931) (0.95)n nMSE


  

0 1

0

         1 0.1097 (0.7931) (0.95) (0.7931) (0.95)

         1 0.1097 2 (0.7931) (0.95) 1

         0.2195

n

n n n n

n n

n n

n
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:لذا

_

2reduction in MSE=10log 10log( ) 9.5960
0.2195

no filter dB

NC wiener

MSE

MSE
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The Non-causal Wiener filter
Non-Causalو  FIRمقايسه فيلتر وينر ): 4.5(ادامه مثال

:همچنين
_

_

0.4405reduction in MSE=10log 10log( ) 3.0251
0.2195

FIR wiener filter dB

NC wiener

MSE

MSE
 

   
 

 Non-causal Wiener Filterلازم است انتظار داشته باشيم كه : توجه
.در اختيار گذاردLTIبهترين تخمين ممكن را در ميان فيلترهاي
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The Causal Wiener filter

نبود اطلاعات كافي در مسائل عملي موجب مي گردد استفاده از تخمينگر 
Non-causal Wiener Filter  غيرممكن باشد، لذا فرمولاسيون جديدي براي

: بنابراين.مورد نياز استCausalوLTIحل يافتن يك فيلتر ر ي ي ن ي زول ي ينور بر ب

0

ˆ( ) ( ) ( )       (4.50)
i

s n h i z n i




 

( ) ( ) ( )                    (4.51)z szh j R j i R i i


   

:به صورت زير در خواهد آمد Wiener-Hopfدر نتيجه معادله 
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0j

از آن نمي توان به صورت يك كانولوشن ساده ياد كرد ) 4.41(كه بر خلاف معادله 
.و در نتيجه امكان استفاده از تكنيك طراحي تخمينگر غيرعلي وجود ندارد
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The Causal Wiener filter

نبود اطلاعات كافي در مسائل عملي موجب مي گردد استفاده از تخمينگر 
Non-causal Wiener Filter  غيرممكن باشد، لذا فرمولاسيون جديدي براي

: بنابراين.مورد نياز استCausalوLTIحل يافتن يك فيلتر ر ي ي ن ي زول ي ينور بر ب

0

ˆ( ) ( ) ( )       (4.50)
i

s n h i z n i




 

( ) ( ) ( )                    (4.51)z szh j R j i R i i


   

:به صورت زير در خواهد آمد Wiener-Hopfدر نتيجه معادله 
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0j

از آن نمي توان به صورت يك كانولوشن ساده ياد كرد ) 4.41(كه بر خلاف معادله 
.و در نتيجه امكان استفاده از تكنيك طراحي تخمينگر غيرعلي وجود ندارد

The Causal Wiener filter

پيش از اينكه تكنيكي براي طراحي فيلتر علي پيشنهاد گردد لازم است دو 
:مطلب مهم ارائه گردد كه عبارتند از

• Spectral factorization theorem Spectral factorization theorem

• Causal-part Extraction: The plus operation
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The Causal Wiener filter
Spectral factorization theorem:

با تابع  WSSاگر         يك فرايند تصادفي، با مقدار حقيقي، با ميانگين صفر و 
آنگاه اين تابع را به صورت .چگالي طيفي آن يك تابع گويا به صورت         باشد

( )x n

( )xS zب ور ب وي بع ي ن ي ي ي ورچ ب ر بع ين
:زير مي توان تجزيه نمود

( ) ( ) ( )              (4.52)x xS z S z S z 
كه،

.هستند zو             دو تابع گويا از                •
اگر       ها قطب هاي            باشند، آنگاه   •

آ

( )xS z( )xS z

ip1ip  ( )xS z
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اگر       ها صفر هاي              باشند، آنگاه •
اگر       ها قطب هاي             باشند، آنگاه  •
اگر       ها صفر هاي              باشند، آنگاه  •
• 

1ip 

iz( )xS z

( )xS z

( )xS z1iz 

1iz 

ip

iz
1( ) ( )x xS z S z  

The Causal Wiener filter
Spectral factorization theorem:

با تابع  WSSاگر         يك فرايند تصادفي، با مقدار حقيقي، با ميانگين صفر و 
آنگاه اين تابع را به صورت .چگالي طيفي آن يك تابع گويا به صورت         باشد

( )x n

( )xS zب ور ب وي بع ي ن ي ي ي ورچ ب ر بع ين
:زير مي توان تجزيه نمود

( ) ( ) ( )              (4.52)x xS z S z S z 
كه،

.هستند zو             دو تابع گويا از                •
اگر       ها قطب هاي            باشند، آنگاه   •

آ

( )xS z( )xS z

ip1ip  ( )xS z
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اگر       ها صفر هاي              باشند، آنگاه •
اگر       ها قطب هاي             باشند، آنگاه  •
اگر       ها صفر هاي              باشند، آنگاه  •
• 

1ip 

iz( )xS z

( )xS z

( )xS z1iz 

1iz 

ip

iz
1( ) ( )x xS z S z  
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The Causal Wiener filter
تجزيه تابع چگالي طيفي): 4.7(مثال

:اگر         يك فرآيند تصادفي قابل توصيف با معادله تفاضلي زير باشد ( )s n

( ) 1 1 ( 1) 0 24 ( 2) 2 ( ) 3 ( 1)s n s n s n n n  ( ) 1.1 ( 1) 0.24 ( 2) 2 ( ) 3 ( 1)
zero mean, WSS

( ) :
( ) 5(0.6)n

s n s n s n n n

n
R n

 



      





:آنگاه

1 2 1( ) 1.1 ( ) 0.24 ( ) 2 ( ) 3 ( )S z z S z z S z W z z W z     
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1 1

1 2 1 1

( ) 2 3 2(1 1.5 )     ( )
( ) 1 1.1 0.24 1 0.3 1 0.8s

S z z z
H z

W z z z z z

 

   

 
   

   

The Causal Wiener filter
تجزيه تابع چگالي طيفي): 4.7(ادامه مثال
از طرفي

  1

0.64( ) 5
1 0 6 1 0 6

S z 

        

1

1

1 1 1

     ( ) ( ) ( ) ( )

2(1 1.5 ) 2(1 1.5 ) 3.2( )
1 0.3 1 0.81 0.3 1 0.8 1 0.6 1 0.6

z s s

z

S z H z H z S z

z z
S z

z zz z z z






  

 

 
 

    

  1
( )

1 0.6 1 0.6z z
  

لذا
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   1 1 1

2(1 1.5 ) 3.2     ( )
1 0.3 1 0.8 1 0.6s

z
S z

z z z
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The Causal Wiener filter
The Causal-Part Extraction: The plus operation

( )h n

.  است plus-operatorيكي از اپراتورهاي مورد نياز در جداسازي بخش علي، 
ت يك تLTIاگ به ته گ ياي گ ديل ت تابع با ق )حق )H z ( )h nاگر           يك سيستمLTI       حقيقي با تابع تبديل گوياي گسسته به صورت

در حوزه زمان مي توان           را به صورت دو بخش علي و غيرعلي . باشد
.تقسيم نمود

( )H z
( )h n

( ) causal part of ( ) + anticausal part of ( )h n h n h n

 
 

causal part of ( ) ( ) ( )1( )

i l f ( ) ( ) ( )1( 1)

h n h n h n n

h h h
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        ( ) ( ) ( )H z H z H z
 

  

 anticausal part of ( ) ( ) ( )1( 1)h n h n h n n

  

The Causal Wiener filter
The Causal-Part Extraction: The plus operation

كه
   ( ) ( )1( ) l t l tH Z h t ti   
   

     ( ) ( )1( ) :

( ) ( )1( 1) :  

 

  min

or 

us 

 

  

plus operator causal part exH z Z h n n

H z Z h

trac

n n operato

tion

r






  



)براي تابع گويا      Causalاستخراج بخش  )H z

1

M N

L M N
n n n

n n nLz z b z 
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1 1 0

1 1

( )

Pro

1 0

( )

per

( )

( )      (4.60)

A C

M N
n

n n n
n n n

N N
n n

n n
n n

n
n

P

Q

L
n

n
n

P z

z

z

c z

Causal

c z

Anti Ca

H z
a

sal

z a z

u
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The Causal Wiener filter
The Causal-Part Extraction: The plus operation

اگر فرض كنيم اين تابع داري . قطب است Nصفر و  N-1داراي ماكزيمم            
Kباشد جزا ي)كه(قط بازن زي ت به ا آن ان ت آنگاه K N

( )Q z

K آنگاه مي توان آن را به صورت زير بازنويسي )كه             (قطب مجزا باشد
. نمود

K N

1 1

0 0

10

1 1

1( )
(1 ) k

N N
n n

n n
n n
N K

mn
n k

n k

b z b z
Q z

aa z p z

 
 

 

 

 

 
   

  

 

 

: pole position

: pole degrees

k

k

p

m
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:با گسترش به كسرهاي جزئي

 
,

11 1 1
( ) ( )

1

kmK K
k m

km
k m k

k

q
Q z Q z

p z  

 


 

The Causal Wiener filter
The Causal-Part Extraction: The plus operation

.ام را نشان مي دهدkكه           نشان دهنده اثر قطب   ( )kQ z

 
 

,11 1
1

ROC( ),                

( )

= :    (4.63)
kp

n

k
k

z zu n
q

Z Q z Z

 


 


     





     
, ,1 ,

11 11 2

( )

( )
11 1

k k

k

m m
k m k k m

k m m
m mkk k

Q z

q q q
Q z

p zp z p z
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1

ROC= : (4.6

( )
1

( 1)       4)   
k

n

Z Q

u z

z Z
z

n z 
        



را شامل  H(z)تابع گوياي  ROCدر نتيجه تابعي لازم است انتخاب گردد كه 
.شود
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Extraction for Stable Rational H(z)

.  ساده تر خواهد شد causalاگر             پايدار باشد فرايند استخراج بخش 
مربوط به             ، دايره واحد را  ROCپايدار شدن           موجب مي گردد 

گ ل شا
( )kQ z

( )H z

( )H z
. شامل گردد

استفاده شود كه نشانگر ) 4.63(لذا، با پايدار بودن             لازم است از رابطه 
  anti-causalو اگر       ناپايدار باشد           ، . است causalيك سيگنال 
.خواهد بود

( )kQ z

kp( )kQ z

A CN N N 
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:   order of the poles of ( ) outside the unit circle
:   order of the poles of ( ) inside the unit circle

A

C

N H z

N H z

Extraction for Stable Rational H(z)
1:درنتيجه

0

1  1
( ) ( )   : Anti-causal, proper, rational part of ( )

(1 )

A

k

N
n

nK
n

A k K
mk

z
Q z Q z H z

p z










 





1
1

1

1

0

1    1
0 1

    1
0 1

(1 )

( ) ( ) : Causal, proper, rational part 
(1 )

k

k

C

k

k

k

p k
k
p

N
n

nK
n

C k K
mk

p k
k
p

p z

z
Q z Q z

p z













 


 

 








of ( )H z
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k

 ( ) ( ) (   )c cH z P z Q z


 

:عبارت است از causalدرنتيجه بخش 
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Extraction for Stable Rational H(z)
:روش كار

( )P .استخراج           و              با استفاده از تقسيمات متوالي -1
.استخراج           و             با گسترش به كسرهاي جزئي -2

3- ( ) ( ) ( )c cH z P z Q z

 

( )CP z( )AP z

( )AQ z ( )CQ z
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Extraction for Stable Rational H(z)
4.8:1مثال  2

1

1 55 5 12 4( )        ROC= :1 41
4

z z z
H z z z

z

 



        
 

4

1 2 1

1 2

1 5 1   5 5          1
2 4 4

5 5           35 ( )
4

                
4

3 5            5
4 4

Az Q

z z z z

z

z z

z

  

 

   

   
 

 

  1 2

1

3(

8

5

3

) 11
4

4

5
16 4

z
zH z

z

z
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1

1

283 5
16

4 4
3 3           
4 16

       
4

     z z

z

 

  




 

4
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Extraction for Stable Rational H(z)
4.8:1ادامه مثال  2

1

1 55 5 12 4( )        ROC= :1 41
4

z z z
H z z z

z

 



        
 

4

2 1

1

1

2 1

1

1         1
4

5 5        
4

3                   

35z ( )

5 8

4

3
4 16

C

z

z

z

Q

z

z

z

z







 





 

    
 







 1

1

3
4( ) 11
4

3

3 35z
4

5
4

H z
z

z
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1

16
3 3               

16 4

                               
4
3 

z
   




1

15z 4       11
5

4

z
z




 




Extraction for Stable Rational H(z)

  1

3
3 14( ) 5 ( ) ( 1) ( )

n

H h   
 

:4.8ادامه مثال 

  1

1

3 14( ) 5z      ( ) ( 1) ( )1 4 41
4

H z h n n u n
z






         
 

:روش دوم محاسبه              ( )H z
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1 0
1 0 1

1
( ) 11

4

H z c z c c z
z
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Extraction for Stable Rational H(z)

1 21 1 1
c z c c c c z c z                 

:4.8ادامه مثال 

1 1 0 0 0

1 2

1

1 1

1

4 4 4( ) 11
4

                                                                 

1 55 5
2 4

1  
1

c z c c c c z c z

z

H z
z

z z

z
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1
4

z

 1 0 1 0
35 0 5
4

c c c 
     

Extraction for Stable Rational H(z)

1 21 1 1
c z c c c c z c z                 

:4.8ادامه مثال 

1 1 0 0 0

1 2

1

1 1

1

4 4 4( ) 11
4

                                                                 

1 55 5
2 4

1  
1

c z c c c c z c z

z

H z
z

z z

z
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1
4

z

 1 0 1 0
35 0 5
4

c c c 
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Extraction for Stable Rational H(z)
:4.9مثال 

2 1 2 3 4

1 2 3

6 51 128 109 197 232 80 1( )        ROC= : 4
2 17 40 16 2

z z z z z z
H z z z

z z z

   

  

              2 17 40 16 2z z z  

1

1 3

2 3

2 4
2( )

2 17 40 1
7 37 168 84

6
3 0

H z
z z

z z z
z

z

z

  

  

  


 




1 2

1
1

3
2

2( 2) 5 4 17 32( )
2 17 4

4
0 16

3 z z
H z

z z
z

z
z
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2 17 40 16z z z 

      

1 2

2 211 1 1

172 16 1 12( )
1 0.51 0.5 1 4 1 4

z z
Q z

zz z z

 

  

 
  

  

Extraction for Stable Rational H(z)
:4.9ادامه مثال 

2 1 2 3 4

1 2 3

6 51 128 109 197 232 80 1( )        ROC= : 4
2 17 40 16 2

z z z z z z
H z z z

z z z

   

  

              2 17 40 16 2z z z  

   
1

1

1( ) 2 5
1 0.5

H z z
z
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32

Derivation of the Causal Wiener Filter

لازم است حل  causalمحاسبه فيلتر وينر براي) 4.51(با توجه به رابطه 
:شود

( ) ( ) ( ) 0 (4 51)h j R j i R i i



0

( ) ( ) ( )        0            (4.51)z sz
j

h j R j i R i i


  

وجود ندارد چرا كه معادله فقط براي  Zوليكن امكان استفاده از تبديل 
.به منظور حل اين مساله         به صورت زير تعريف مي شود. درست است

0i 
( )h i

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (4 65)h i R i h j R j i R i i
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0
( ) ( ) ( ) ( ) ( )                   (4.65)sz z sz

j

h i R i h j R j i R i i


 

0

0                                                         0
( )            (4.66)

( ) ( ) ( ) ( )        0sz z sz
j

i

h i
R i h j R j i R i i






      




Derivation of the Causal Wiener Filter

در نتيجه . وجود دارد Zحال با توجه به تعريف          امكان استفاده از تبديل  
:خواهيم داشت Zبا استفاده از تبديل 

( )h i

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sz z sz z zH z S z H z S z S z H z S z S z     

:با تقسيم طرفين بر            خواهيم داشت
( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
sz

z
z z

S zH z
H z S z

S z S z


 


 

( )zS z
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:causalبه منظور استخراج بخش
( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
sz

z
z z

S zH z
H z S z

S z S z
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Derivation of the Causal Wiener Filter

بود، لذا            نيز فقط شامل قطب  anti-causalواضح است كه            كاملا 
هاي خارج خارج از دايره واحد است و ريشه هاي               نيز در خارج دايره 

دارد قرار نتيجهواحد :در

( )H z ( )h i

( )zS z

 
:در نتيجه.واحد قرار دارد

است و قطب هاي             نيز  causalاز سوي ديگر با توجه به تعريف            
.در داخل دايره واحد است

( )zS z

( ) ( ) ( ) 0
( )

sz
z

S z
H z S z

S




 
  

 

( ) 0
( )z

H z

S z


 
 

 
( )H z
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( ) z
zS z



 
 

 ( )1( )        (4.68)
( ) ( )

sz

z z

S z
H z

S z S z 


 
  

 

:Causal Wiener Filterدر نتيجه 

Properties of the Causal Wiener Filter

و فرض عدم و جود ريشه هاي            روي دايره واحد ) 4.68(با توجه به معادله 
.است كاملا پايدارمي توان نشان داد كه                    ( )H z

( )zS z

:Causalفيلتر وينر  MSEمقدار 

0
(0) ( ) ( )s sz

i

MSE R h i R i




 

ميتوان رابطه زير را براي  Non-causalبراي فيلترهاي  MSEبا توجه به رابطه 
: ارائه نمود causalفيلترهاي  MSEمحاسبه 
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0i

 1 1

* 1

1 ( ) ( ) ( ) Residues of integran inside unit circle      ( ) rational
2
1 ( ) ( ) ( )                                                                        
2

s sz sz

C

s sz

S z H z S z z dz S z
j

MSE

S z H z S z z dz
j





 



   


  


         (4.75)

          otherwise    
C
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The Causal Wiener Filter

را مجددا در نظر بگيريد4.5و  4.2مثال : 4.10مثال 

 
0.0975( )S z 

  1
( )

1 0.95 1 0.95sS z
z z 

( ) 2vS z 

( ) ( )sz sS z S z 

  12 1 0 7931 1 0 7931
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   12

1 1

1 0.7931 1 0.79311 0.95( ) 2 2.3955
(1 0.95 )(1 0.95 ) (1 0.95 )(1 0.95 )z

z z
S z

z z z z 

 
  

   

   1

1

1 0.7931 1 0.7931
  ( ) 1.5477 1.5477 ( ) ( )

(1 0.95 ) (1 0.95 )z z z

z z
S z S z S z

z z


 



 
   

 

The Causal Wiener Filter

:4.10ادامه مثال 
 

 

1

1

1 0.7931
( ) 1.5477

(1 0.95 )
1 0.7931

( ) 1.5477
(1 0 95 )

z

z

z
S z

z

z
S z
















  
    

1

1

1

0.0975
1 0.95 1 0.95( ) 0.0630     

1 0.7931( ) 1 0.7931 1 0.951.5477
(1 0.95 )

0 0794

sz

z

z zS z
zS z z z

z



 



 
  

  


(1 0.95 )z

Estimation Theory                                      
by Dr B. Moaveni

68

  
1

1 1

0.0794                                                             
1 1.2608 1 0.95

z

z z 




 

     1 1 1

( ) ( )0.2555 0.2555 0.2555  
( ) ( )1 0.95 1 1.2608 1 0.95

sz sz

z z

S z S z

S z S zz z z   
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The Causal Wiener Filter
:4.10ادامه مثال 

 
   

1

0.2555
1 0.95( )1 0.1651( ) sz

zS z
H z

 
        1 1

1

     ( )
( ) ( ) 1 0.7931 1 0.7931

1.5477
(1 0.95 )

z z

H z
S z S z z z

z

   




     


  ( ) 0.1651 (0.7921) ( )nh n u n  

0

0.16511 0.1651 (0.7531) (0.95) 1 0.3302
1 0.7531 0.95

i i

i

MSE
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no filterMSE  FIR filterMSE  NCMSE CMSE

2 0.4405 0.2195 0.3302

Signal Prediction
 mبراي پيش بيني يك سيگنال با استفاده از فيلتر وينر و به اندازه 

:مرحله خواهيم داشت
ˆ( ) ( ) ( )s n m h i z n i



  
0

( ) ( ) ( )
i


:به صورت زير در خواهد آمد Wiener-Hopfدر نتيجه معادله 

0
( ) ( ) ( )    0z sz

j

h j R j i R m i i
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( )1( )

( ) ( )
sz

z z

mS z
H

z

z
z

S z S 


 
  

 

.نيز مشابه تخمينگر محاسبه مي گردد MSEمقدار 



1

باسૡه ৎعاฮی

 تئوري تخمين و فيلترهاي بهينه

Lecture 5

تخمين بازگشتي و فيلتر كالمن

.در فصل قبل فيلتر وينر و طراحي آن در سه نوع ارائه گرديد•

– FIR Wiener filter

مقدمه

 FIR Wiener filter

– Non-Causal Wiener filter
– Causal Wiener filter

كه هر يك مشكلات خاص خود را دارند و در عمل امكان استفاده از فيلتر 
FIRداشت خواهد وجود سايرين از فيلتروليكنبيشتر FIRمشكل
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2

FIR مشكل فيلتروليكن .بيشتر از سايرين وجود خواهد داشت FIR 
  تعداد محدودي از مشاهدات را در تخميننيز اين است كه در هر مرحله 

به كار مي گيرد و اين امر موجب مي گردد كه بخشي از داده ها به مرور  
به عبارت ديگر مشاهدات پيشين . زمان در تخمين بي تاثير مي گردند

.حذف مي گردند



2

لذا اگر بتوان روشي را ارائه نمود كه مشاهدات قبلي را در تخمين بكار  •
.گيرد امكان تخمين بهتر فراهم مي گردد

د• ن ائه ا خ اين د ان ت ا ده ع ايده :د

مقدمه

:دو ايده عمده را مي توان در اين خصوص ارائه نمود•

حل معادلات فيلتر وينر با اضافه شدن مشاهدات كه نياز حجم حافظه 1.
.زياد و محاسبات پيچيده دارد

ارائه يك فرم بازگشتي كه امكان به روز شدن تخمين در حين اضافه 2.
.شدن اطلاعات را داشته باشد
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ن

LMMSE Estimation
مقدمه

1

ˆ( ) ( ) ( ),                (5.1)
n

s n h i z n i


 

:نامتغير با زمان LMMSEمعادلات يك فيلتر •

0

( ) ( ) ( ), ( )
i


و در صورتيكه در مساله تخمين نياز به تخمينگر هايي باشد كه نسبت •
) 5.2(را به صورت معادله ) 5.1(به زمان متغيرند، لذا مي توان معادله 

1:بازنويسي نمود

0

ˆ( ) ( ) ( ),      (5.2)
i

n

n

s n h i z n i
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0i

-Wienerمنجر به معادله  MSEكه حل آن با استفاده از قاعده •
Hopf متغير با زماني به صورت زير مي شود:

0

( ) ( , ) ( , ),  0                (5.3)
n

n z sz
j

h j R n i n j R n n i i n


     



3

LMMSE Estimation
مقدمه

در مساله تخمين به صورت زير امكان پذير ) 5.3(استفاده از معادله •
:خواهد بود

( ) ( ) ( ) 0 (5 3)
n

h j R n i n j R n n i i n 
معادله خطي است كه لازم است  nشامل ) 5.3(معادله  ،nدر هر زمان –

.ضريب ثابت فيلتر حل شوند nبراي محاسبه 

):5.2(با استفاده از ضرايب حاصل معادله–
 ( ) : 0 1nh i i n  

0

( ) ( , ) ( , ),  0                (5.3)n z sz
j

h j R n i n j R n n i i n
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  Causal Wiener Filter ˆ( ) :1 ( )z i i n s n  

LMMSE Estimation
مقدمه

پر واضح است كه در اين فيلترلازم است تمامي مشاهدات ذخيره •
 nگردند، لازم است تمامي ضرايب ذخيره گردند و همچنين لازم است 

بزرگ باشد اين مشكل nمعادله خطي حل گردند كه در صورتي كه
در نتيجه پياده سازي اين فيلتر نيازمند حافظه . مضاعف مي گردد

 growing-Memoryبه اين دسته از فيلترها، فيلتر ( زيادي است

LMMSE و امكان پياده سازي واقعي ندارد) مي گويند.
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4

Estimation based on a State model
مقدمه

• ML estimators: ( | )zf z s s

• MAP estimators: ( | )sf s z z

اگر اطلاعات كافي در خصوص توليد سيگنال        وجود داشته باشد  •
امكان محاسبه                         و                             وجود دارد و در 

.نيز وجود دارد MAPو  MLنتيجه امكان استفاده از تخمين هاي 
ف گ گ

( | )sf s z z ( | )zf z s s
( )s n

( )
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:اگر سيگنال           را بتوان به صورت يك مدل فضاي حالت بيان نمود– ( )s n

( 1) ( ) ( )

( ) ( ),

x n x n n

s n Cx n

  


Estimation based on a State model
مقدمه

• ML estimators:

• MAP estimators:

( | )zf z s s

( | )f s z z• MAP estimators: ( | )sf s z z

اگر اطلاعات كافي در خصوص توليد سيگنال        وجود داشته باشد  •
امكان محاسبه                         و                             وجود دارد و در 

.نيز وجود دارد MAPو  MLنتيجه امكان استفاده از تخمين هاي 
د• ن ان ب حالت فضا دل يك ت به ان بت ا گنال :اگ

( | )sf s z z ( | )zf z s s
( )s n

( )s n
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:اگر سيگنال           را بتوان به صورت يك مدل فضاي حالت بيان نمود• ( )s n

1 1

1

( 1) ( )

( ) ( )

( ) (

)

) (

(

)

N N N N

N

x n x n

s n C x n

z n s n v n

n  



  


 



5

Estimation based on a State model
مقدمه

مساله جديد تخمين متغير حالت        است كه با استفاده از آن امكان •
تخمين سيگنال         به سادگي وجود دارد كه فرم كلي آن به صورت  

است :زي

( )x n

( )s n
:زير است

ˆˆ ˆ( ) ( (0), (0), )                            (5.4)

where,
n nx n x P Z

ˆ(0) a guess of  [ (0)]

ˆ(0)= a guess of  Cov[ (0)]

(1)

x E x

P x

z
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(1)

(2)

( )

n

z

z
Z

z n

 
 
 
 
 
 



لذا هدف يافتن تخمين           است كه يك •
.ضابطه را بهينه مي نمايد

ˆ( )x n

ML Estimation
مقدمه

ات ذ ك ض ف ا

( 1) ( )            (5.5)
       

( ) ( )                  (5.6)

x n x n

s n Cx n

  
  

For simplicity:    ( ) 0n 

با فرض معكوس پذير بودن ماتريس
1 1( ) ( 1)   and   ( 1) ( )       (5.7)x n x n x n x n      



    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),    i=1,2,...,n.n iz i s i v i C x n v i      

1(1) (1)nz vC      
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2

(1) (1)

(2) (2)
  ( ) ,

( ) ( )

n

n

z vC

z vC
Z x n

z n v nC

 

    
           
    
    
     

 
( ) ,n n nz U x n V  



6

ML Estimation
مقدمه

:در صورتيكه          نويز سفيد گوسي با ميانگين صفر باشد در نتيجه ( )v n

11 1
( ) exp( ) (5 8)Tf V V R V 

( )n nR Cov V

1 2/2
( ) exp(   ),       (5.8)

2(2 )nv n n n nln
n

f V V R V
R

 

كه در آن           

1
1/2/2

( ( ) ) ( )

1 1
                    exp ( ) ( )               (5.9)

2(2 )

n n
n n n

z n v n v z u x

T
n n n n nn

n

f Z x n x f V

Z U x R Z U x
R
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1

 1 1 1

max ( ( ) ) min ( ) ( )

ˆ ( ) [ ] .     (5.10)

n

T
z n n n n n n

Least Square T T
ML n n n n n n

f Z x n x Z U x R Z U x

x n U R U U R Z



  

     

 

ML Estimation
مقدمه

نيازمند اطلاعات   MLمشخص است تخمين ) 5.10(همانگونه كه از رابطه 
.زيادي از مشاهدات است
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7

MAP Estimation
مقدمه

( 1) ( )            (5.5)
       

( ) ( )                  (5.6)

x n x n

s n Cx n

  
  

Similar to ML estimator:    ( ) 0n 

كه نيازمند اطلاعاتي از سيگنال است،   MAPبا توجه به ويژگي فيلتر 
ان ا ك انگ ا گ ز ت ض ف ها الت ا

1
1 2/2

1 1
( ) exp(   ),       (5.8)

2(2 )n

T
v n n n nln

n

f V V R V
R

 

    ( ) ( ) ( )      =1,2,...,n.z i s i v i i  

( )( )P
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براي حالت ها فرض توزيع گوسي با ميانگين         و كوواريانس       
.در نظر گرفته مي شود

   1
( ) 1/2/2

1 1
( ) exp ( ) ( ) ( )       (5.11)

2(2 ) ( )

T

x n n
f x x x n P n x x n

P n
      

( )x n( )P n

MAP Estimation
مقدمه

:گفته شده است MAPبا توجه به آنچه پيش از اين در مورد تخمين 

( )( ( ) ) ( )
( ) nZ n x nf Z n x f x

f x Z


 
x

Z( ) ( )
( )

n

x n n n
Z n

f x Z
f Z

 Z

   

   

1
( ) 1/2 1/2

1

1 1
  ( ( ) ) ( ) exp

2(2 ) ( )

1
                                                                                       ( ) ( ) ( )

2

n

T

n x n n n n n nn
n

T

f Z n x f x Z U x R Z U x
R p n

x x n p n x x n






     

   

z x
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:كه براي ماكزيمم نمودن آن لازم است عبارت زير مي نيمم باشد

       1 1( ) ( ) ( )
T T

n n n n nZ U x R Z U x x x n p n x x n       
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MAP Estimation
مقدمه

:  با مشتقگيري از         نسبت به     
1 1 1 12 2 2 ( ) ( ) 2 ( ) 0T T

n n n n n nU R Z U R U x P n x n P n x       

x

لازم به ذكر است كه ماتريس                             همواره معكوس پذير 
.است چرا كه                  

1 1 1 1 1ˆ ( ) [ ( )] [ ( ) ( ) ]     (5.12)T T
MAP n n n n n n nx n U R U P n P n x n U R Z       

1 1( )T
n n n nU R U P n 

1( ) 0P n 
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):همچنين ) (0)        (5.13)nx n x 

( ) (0)( )     (5.14)n T nP n P  

MAP Estimation
مقدمه

لذا
1

1 1 1ˆ ˆˆ ˆ( ) (0)( ) ( ) (0) (0)      (5.15)T n T n T n T
MAP n n n n n nx n U R U P P x U R Z


              

.نيز به تمامي مشاهدات گذشته نياز دارد MAPپر واضح است كه تخمين 
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9

تخمين يك سيگنال ثابت
در اين بخش به تخمين يك سيگنال ثابت با استفاده از تخمين بازگشتي  

در آن حل شده  growing-Memoryخواهيم پرداخت كه مساله 
.است

( )s n s

1

0

ˆ( ) ( ) ( )
n

n
i

s n h i z n i




 

عبارت                                  با استفاده از مشاهدات LMMSEلذا تخمين 
:است از

(1), (2) , ( )z z z n
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21

0

( ) ( ) ( ) .
n

n
i

MSE E s n h i z n i




  
    

   


تخمين يك سيگنال ثابت
فرض كنيد

2 0,E s P    

  2( ) ( ) ( ) ,         , .sR i j E s i s j E s P i j        

2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) & ( ) :  JWSS

( ) : white noise with known variance

z n s n v n s v n

s n v n

v n 

   

همچنين. نامشخص است Pكه مقدار واقعي 
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( ) :  white noise with known variance vv n 

  2( ) ( ) ( ) ( ),v vR i j E v i v j i j    

2  ( ) ( ) ( ) ( ).z s v vR i j R i j R i j P i j         
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تخمين يك سيگنال ثابت
:به منظور محاسبه ضرايب فيلتر

   
1

0

2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 0
( )

n

n
jn

MSE
E s n z n i h j E z n i z n j

h i






      

 
:در نتيجه

jn

1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ,        =0,1,...,n-1.
n

n z sz s
j

h j R j i R i R i P i




   

2:كه در فرم ماتريسي (0)nv h PP P P     
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2

2

( )

(1)

( 1)

nv

nv

nv

h PP P P

h n PP P P





   
          
     
          


    



تخمين يك سيگنال ثابت
:با توجه به متقارن بودن ماتريس ضرايب و شكل معادله

(0) (1) ( 1)       (5.16)

1
nn n nh h h n

P

h    

:لذا
2 2

1
=    .                  (5.17)

/v v

P

nP n P 


 

1 1

0 0

ˆ( ) ( ) ( )         (5.18)    
n n

n
i i

ns n h z n i z n ih
 

 

    

5(عادله افزايش)18 با كه دهد )nنشان د( حافظه n 
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، حافظه مورد  (              )nنشان مي دهد كه با افزايش)5.18(معادله 
. نياز به سمت بي نهايت ميل خواهد نمود

n 
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تخمين يك سيگنال ثابت

1كه
(5 20)

P
h  

1
0

ˆ( 1) ( 1 ),         (5.19)
n

n
i

s n h z n i


    :داريم) 5.18(از معادله 

را مي توان به صورت زير بازنويسي ) 5.19(اگر                    باشد رابطه 
:نمود

1 2 2
      (5.20)

( 1) 1 /n
v v

h
n P n P   
   

1j i 

1 1

1 1 1
1 0

ˆ( 1) ( ) ( 1) ( )        (5.21)
n n

n n n
j j

s n h z n j h z n h z n j
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:خواهيم داشت) 5.21(و ) 5.18(از مقايسه رابطه 
1

1ˆ ˆ( 1) ( ) ( 1).                 (5.22)n
n

n

h
s n s n h z n

h


   

تخمين يك سيگنال ثابت
نشان مي دهد كه در تخمين                 به مقدار آخرين ) 5.22(رابطه 

تخمين و آخرين مشاهده نياز است و ديگري نيازي به ذخيره سازي  
نيست رابطه.اطلاعات ديگر عبارت بازگشتييك)5.22(به تخمين

ˆ( 1)s n 

  تخمين بازگشتييك ) 5.22(به عبارت ديگر رابطه.اطلاعات نيست
.را در اختيار مي گذارد

حال مي توان سعي كرد ضرايب فيلتر را نيز به صورت برگشتي محاسبه  
نمود

1
(5 17)

P
h




Estimation Theory                                      
by Dr B. Moaveni

22

2 2 2
1

12

1 2 2

=                     (5.17)
/ /

1
1 1 /

   (5.20)
( 1) 1 /

n
v v n v

n
n v

n
v v

h
nP n P h n P

h
P h n P

h
n P n P
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تخمين يك سيگنال ثابت
:در نتيجه

1
1 (1 )                   (5.24)

1
n

n n n
n

h
h h h

h


   


:را به صورت زير بازنويسي نمود) 5.22(و با استفاده از آن مي توان رابطه 

  1

 

ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( 1) ( )               (5.25)n

filter gain

s n s n h z n s n    

MSEا
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:MSEمحاسبه 

با توجه به تغيير سيگنال تخميني          ، لازم است به  MSE محاسبه 
:لذا داريم. ازاي هر بار تخمين مجددا محاسبه گردد

ˆ( )s n

( )MSE n

تخمين يك سيگنال ثابت

 2

2

2

ˆ( ) ( ( ))

ˆ ˆ2 ( ) ( )                                                (5.26)

MSE n E s s n

E s E ss n E s n

   
        

كه

 
1 1

2

0 00

1

( ) ( )2 ( )
n

n
i

n n

n
i j

E sz n i h E z n i z nP h j
  

 

   
   

    
   

 
 

   

    2( ( )) [ ] [ ( )]( ) E i E E iE i  
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    2( ( )) [ ] [ ( )]

                   [ (

(

] )]

)

[

E s s v n i E s E sv n i

P E s E v n i P

E sz n i      

   





13

تخمين يك سيگنال ثابت
همچنين

    2( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ),vE z n i z n j E s v n i s v n j p i j          

:كه نتيجه مي دهد
2 2 2

1 1
2

0 0

( ) ( = () + ) 
n n

n
i j

n vh E z n h ni z n j P n
 

 

   
    

    
 

نتيجه در :و

Estimation Theory                                      
by Dr B. Moaveni

25

:و در نتيجه
2 2 2( ) 2 ( )            (5.27)n n vMSE n P nh P h n P n   

تخمين يك سيگنال ثابت
)5.17(و با استفاده از   Pبا فرض معلوم بودن 

2
2

2
( )              (5.28)v

n v

P
MSE n h

  

را نيز به صورت بازگشتي محاسبه  MSEو در نتيجه مي توان  مقدار 
:نمود

2
( ) ( )n v

vnP 

2 1
1 1( 1) ( ) (1 ) ( )            (5.29)n

n v n
n

h
MSE n h MSE n h MSE n

h
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تخمين يك سيگنال ثابت
:ارائه يك الگوريتم بازگشتي به منظور تخمين سيگنال ثابت

:مقدار دهي اوليه - 1 E s
 ي و ي ر

0n  ˆ(0)

0

s
 



  : a guessP V 0 2
v

V
h


 (0)MSE V

مشاهده-2 )دريافت 1)z n 
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)دريافت مشاهده 2 1)z n 

تخمين يك سيگنال ثابت
:ارائه يك الگوريتم بازگشتي به منظور تخمين سيگنال ثابت

)5.29(و)5.25(،)5.24(محاسبه روابط - 3 ب رو وب

.2و بازگشت به مرحلهnافزايش مقدار -4

 

1
1

1

1

(1 )

ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( 1) ( ) ,

( 1) (1 ) ( ).

n n n

n

n

h h h

s n s n h z n s n

MSE n h MSE n
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ر يش رز ب ز ب و
1z

1nh 







 ˆ( 1)s n ( 1)z n 
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تخمين يك سيگنال ثابت
:ارائه يك الگوريتم بازگشتي به منظور تخمين سيگنال ثابت

)5.29(و)5.25(،)5.24(محاسبه روابط - 3 ب رو وب

.2و بازگشت به مرحلهnافزايش مقدار -4

 

1
1

1

1

(1 )

ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( 1) ( ) ,

( 1) (1 ) ( ).

n n n

n

n

h h h

s n s n h z n s n

MSE n h MSE n
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ر يش رز ب ز ب و
1z

1nh 







 ˆ( 1)s n ( 1)z n 

تخمين يك سيگنال ثابت
:بررسي وضعيت تخمين

   
1 1

0 0

ˆ( ) ( ) ( )
n n

n n
i i

E s n E h z n i h E z n i
 

 

 
    

 
 

1 1

0 0

2

            ( [ ] [ ( )]) [ ]

            [ ] [ ].                (5.31)
/

n n

n n
i i

n
v

h E s E v n i h E s

n
nh E s E s

n V
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 ˆlim ( ) [ ]          (5.32)
n

E s n E s




نيست وليكن  unbiasedمشخص است كه اين تخمينگر در حالت كلي 
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تخمين يك سيگنال ثابت
:بررسي وضعيت تخمين

2 2 2

2

( ) (2 ) ( )n v nMSE n P nP h n P n h   
2

2 2
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

             (2 ) ( )

( ) 2 ( ) ( ) 
             

( ) ( )

v
v v

v v v v v

v v

V V
p nP n P n

nV nV

nV P nPV nV n P n V nV P

nV nV
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2 2 4 2 2 2

2 2 2 4 2 2
lim ( ) lim lim lim 0      (5.33)

2
v v v v

n n n n
v v

nV P nV
MSE n

n V nV n V n

   
    


   

 

.در نتيجه تخمين بازگشتي ارائه شده براي             يك تخمين كامل است n  

مساله تخمين بازگشتي
مساله تخمين بازگشتي محاسبه              با استفاده از مشاهدات                

. و           است
ˆ( 1)s n 

ˆ( )s n

( 1)z n 

1ˆ ˆ( 1) ( ( ), z(n+1)).          (5.34)ns n s n  

.  يا متغير با زمان باشد/توجه كنيد كه تخمينگر حاصل ميتواند غيرخطي و
  MMSEبا شرط بهينه سازي  تخمين خطيدر ادامه به دنبال 

.خواهيم بود
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مشاهدات/ مدل سيگنال
در اين بخش فرضيات لازم براي سيگنال و مشاهدات براي استفاده در  

:مساله تخمين ارائه مي شود
در اين بخش سيگنال و مشاهدات به صورت متغيرهاي حالت و  •

.خروجي ازيك مدل فضاي حالت در نظر گرفته مي شوند
:باشند pفرض كنيد        و          بردار فرايندهاي تصادفي با ابعاد • ( )s n( )z n

1 1( ) ( )s n z n   
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2 2( ) ( )
( ) ,     and   ( )= .            (5.35)

( ) ( )p p

s n z n
s n z n

s n z n

   
   
   
   
      

 

مشاهدات/ مدل سيگنال
بطور كلي         يك نويز رنگي است كه با عبور نويز سفيد از يك  •

.سيستم خطي حاصل مي شود
( )s n

0( 1) ( ) ( ),    (0)           (5.36)

( ) ( ),                                               (5.37)
N N N m

p N

x n x n n x x

s n C x n

 



    



( ) ( ) ( )                               (5.38)z n s n v n 

كه
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كه
( ) :         zero mean white noise

        ( ) ( ) ( );            (5.39)

where,   :  covariance matrix

T
m m

n

E i j Q i j

Q
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مشاهدات/ مدل سيگنال
( ) :         zero mean white noise

        ( ) ( ) ( );            (5.40)T
p p

n

E v i v j R i j



    

( )n .همچنين        ،           و            متغيرهاس مستقلي هستند•

مثبت معين  و  متقارنماتريس هاي كوواريانس،  ،R و Q ماتريس هاي•
.هستند

where,   :  covariance matrixR

( )v n 0x

كت ك ا شا گنال خ ف ا ض ف ا خ
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خواص و فرضيات فوق در خصوص سيگنال و مشاهدات كمك      : توجه
مي كند فيلتر كالمن در موقعيت هايي كار كند كه فيلتر وينر قابليت 

.لازم را ندارد

مشاهدات/ مدل سيگنال
و نويز فرايند با ميانگين صفر و   WSSفيلتر وينر نيازمند سيگنال  

در حاليكه فيلتر كالمن چنين محدوديت هايي . سيستم پايدار مي باشد
ندارد يكسيستم.وجود براي تواند مي كالمن فيلتر ديگر عبارت به

نياز   استاتيك سيگنال و نويزبه مشخصات  فيلتر وينراز سوي ديگر : توجه

به عبارت ديگر فيلتر كالمن مي تواند براي يك سيستم .وجود ندارد
. ناپايدار و همچنين براي حالت هاي با ميانگين غير صفر بكار رود

همچنين امكان استفاده از كالمن فيلتر براي يك سيستم متغير با زمان با  
.نيز وجود دارد non-stationaryنويز 
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. دارد و فقط تابع هاي همبستگي و يا چگالي طيفي لازم هستند
به صورت فضاي   مدل سيستمبه شناخت كامل  فيلتر كالمندر حاليكه در 

.حالت نياز است
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a prioriو  a posterioriتخمين 

a priori

Available measurements:

a posteriori

A il bl tAvailable measurements:

Estimate of        :

Estimation Error:

Error covariance:

MSE:

 (1), , ( 1)Z z z n  
( )x n ˆ ( )x n

( )x n

( )P n

 ( ) ( )
T

E x n x n  
  
 

Available measurements:

Estimate of        :

Estimation Error:

Error covariance:

MSE:

 (1), , ( )Z z z n  

( )x n ˆ( )x n

( )x n

( )P n

 ( ) ( )
T

E x n x n 
  

become 
available

( )z n
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( ) ( )

       ( )trace P n

  



S :  
 

( ) ( )

      ( )

E x n x n

trace P n

 
 



 ( ) ( ) ( ) ( )
T

P n Cov x n E x n x n          
      ( ) ( ) ( ) ( )

T
P n Cov x n E x n x n      

ˆ( ) ( ) ( )x n x n x n   ˆ( ) ( ) ( )x n x n x n 

استخراج معادلات فيلتر كالمن
ˆ( 1) :  as a LMMSE is availablex n 

:فرض كنيد

ˆ( ) ?: fromGOA ZnL x 

ˆ ( )x n

ˆ( 1)x n 

( ) ?:    from  GOA ZnL x 

با استفاده از تخمين  )           a priori(در نتيجه ما به دنبال يافتن تخمين 
)a posteriori                  (هستيم .
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استخراج معادلات فيلتر كالمن
The  a priori Estimate

باشد لذا بايد   LMMSEاز آنجايي كه          لازم است يك تخمين بهينه 
نمايد برآورده را تعامد :شرط

ˆ ( )x n

:شرط تعامد را برآورده نمايد
ˆ( ( ) ( )) ( ) 0      1,2, , -1                  (5.45)TE x n x n z i i n     

و با تعريف  
1

(1)

(2)
n

z

z
Z 
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( 1)z n
  

:را به صورت زير بازنويسي نمود) 5.45(ميتوان رابطه 
1 1ˆ( ( ) ( )) 0                  (5.46)T

n N nE x n x n Z
     

استخراج معادلات فيلتر كالمن
The  a priori Estimate

(5.36)

ˆ( 1) ( 1) ( 1)x n x n x n


  

ˆ( ) ( 1) ( 1) ( 1)x n x n x n n      
( 1) ( 1) ( 1)x n x n x n     

(5.46)    1 1 1ˆ ˆ( 1) ( ) ( 1) ( 1) 0T T T
n n nE x n x n Z E x n Z E n Z
  

                 

0
Orthogonal 

principle

0
Independency and 

zero mean noise
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principle zero mean noise

  1ˆ ˆ  ( 1) ( ) 0T
nE x n x n Z


       ˆ ˆ( ) ( 1)        (5.47)x n x n   
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استخراج معادلات فيلتر كالمن
The  a priori Error Covariance

به منظور استخراج ارتباط ماتريس خطاي كوواريانس                با           
:داريم

( )P n ( 1)P n 

 
 

ˆ( ) ( ) ( )

ˆ          ( 1) ( 1) ( 1)

          ( 1) ( 1)                             (5.48)

P n Cov x n x n

Cov x n n x n

Cov x n n





    
      

    

ريم

قلال ا ت ا )ن 1) ( 1)
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:همچنين با توجه به استقلال                 و                   ( 1)x n  ( 1)n 

[ ( 1) ( 1)] 0TE x n n  

استخراج معادلات فيلتر كالمن
The  a priori Error Covariance

:در نتيجه
( ) ( 1)         (5.49)T TP n P n Q      

ˆ ˆ( ) ( 1)                           (5.47)

( ) ( 1) (5
 

49)T T
time u

x n x n

P
pd

Q
ate

P
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( ) ( 1)         (5.49)T TP Qn nP      
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استخراج معادلات فيلتر كالمن
Measurement Update

مساله ديگري كه لازم است حل شود، نحوه استفاده از مشاهده          در  
به عبارت ديگر نحوه به روز شدن مقدار         .تصحيح تخمين          است

( )z n
( )x nˆ( )x n ين ريح ن روز ب و ر ي ر ب ب

كه در اين مسير ماتريس            . با استفاده از         لازم است ارائه گردد
:نيز مي بايستي كه محاسبه گردد

( )x n( )x n
( )z n( )P n

The a posteriori Estimation
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  1ˆ( 1) ( 1) 0               (5.50)T
nE x n x n Z      

ˆ( 1) :x n knwon

استخراج معادلات فيلتر كالمن
The a posteriori Estimation

1
estimation ˆ( 1) ( ) ( ) ( 1) (5 51)

n
LMMSE H j j J Z



  estimation
1 1

0

( 1) ( ) ( ) ( 1)        (5.51)LMMSE
n n

j

x n H j z j J n Z 


    

1 1 1      ( 1) [ (1)  (2)  ( 1) ]. n n n

where

J n H H H n    

:حال براي يافتن        ˆ( )x n
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ن ي ي بر ل

1

ˆ ( ) ( ) ( )              (5.52)
n

n
j

x n H j z j


 

( )
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استخراج معادلات فيلتر كالمن
The a posteriori Estimation

:  كه لازم است شرط تعامد را برآورده نمايد، لذا
 ˆ( ) ( ) ( ) 0            1, 2,...,TE x n x n z i i n    

:يا/و
 ˆ( ) ( ) 0,                        (5.53)  T

nE x n x n Z   

(1)z 
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1

( )

(2)
         .

( )

(2)

n
n

z Z
where Z

z n

z



 
          
 
 



استخراج معادلات فيلتر كالمن
The a posteriori Estimation

:را مي توان به صورت زير نوشت) 5.52(در نتيجه رابطه 

1ˆ( ) ( ) ( ) ( )                 (5.54)nx n K n z n G n Z  

 
         ( ) ( )

( )= (1) (2) ( 1)
n

where

K n H n

G n H H H n
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          ( ) (1),  (2), ...  ( 1) .n n nG n H H H n

.حال نياز به محاسبه           و                است ( )K n ( )G n

?
1

?
( ) (ˆ( ) ( )                 (5.54)) nx n z n ZK n G n  
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استخراج معادلات فيلتر كالمن
The a posteriori Estimation

(5.37) (5.38)(5.54) 1ˆ( ) ( )[ ( ) ( )] ( ) nx n K n Cx n v n G n Z   

)ˆو ) 5.36(همچنين با استفاده از رابطه  1) ( 1) ( 1)x n x n x n    

1

       ( ) ( 1) ( ) ( 1)      (5.55)

           ( ) ( ) ( )                              n

K n C x n K n C n

K n v n G n Z





     
 

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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ˆ( ) ( 1) ( 1) ( 1).              (5.56)x n x n x n n      

استخراج معادلات فيلتر كالمن
The a posteriori Estimation

(5.55)

(5 56)





ˆ( ) ( ) ( )x n x n x n 

(5.56)

    

  1

( ) ( ) ( )

ˆ       ( ) ( 1) ( ) ( 1)          (5.57)

          ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) n

I K n C x n I K n C x n

I K n C n K n v n G n Z 

       

     



1

        (5.51)
ˆ( 1) ( 1)(5.57) nx n J n Z   
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1

1

( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1)

           ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) .             (5.58)

n

n

x n I K n C J n Z I K n C x n

I K n C n K n v n G n Z
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استخراج معادلات فيلتر كالمن
The a posteriori Estimation

) :5.53(حال با استفاده از شرط 
T

Z  
(5.53) : 1( ) ( ) 0.       

( )
nT

n

Z
E x n Z E x n

z n


            
 

1[ ( ) ] 0             (5.59)

[ ( ) ( )] 0           (5.60)   

T
n

T

E x n Z

E x n z n

  





جه نت :د
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:در نتيجه
 1 1 1 1 1[ ( ) ] ( ) ( 1) ( ) 0T T T

n n n n nE x n Z I K n C J n E Z Z G n E Z Z               

 1 1 1 1   ( ) ( ) ( 1)        (5.61)T T
n n n nG n E Z Z I K n C J n E Z Z             

استخراج معادلات فيلتر كالمن
The a posteriori Estimation

1 10 is invertibleTR E Z Z    

:كه
1 10  is invertiblen nR E Z Z     

:در نتيجه

        ( ) ( ) ( 1)            (5.62)G n I K n C J n    

 ˆ ˆ ˆ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) (5 63)x n x n K n z n C x n   
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 ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)            (5.63)x n x n K n z n C x n      

(5.47) ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .           (5.64)x n x n K n z n Cx n      

?
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استخراج معادلات فيلتر كالمن
The Kalman gain

(5.36)
ˆ ˆ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1)

(5.63)
x n x n n x n K n z n K n C x n


           




:همچنين

(5.63)

                                                                                                                        (5.65)


(5.37)

(5.38)





( ) ( 1) ( 1) ( )                             (5.66)

              (5.ˆ( 1) ( 1) ( 1) 7( 6 ))C x n C x n C n v

z n C x n C n v n

n
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)5.65(در ) 5.66(با جايگذاري معادله 

 
ˆ ˆ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( 1)

          ( ˆ( 1) ( 1) ( 1)) ( )

x n x n n x n K n C x n

K n C x n C x n C n v n


      





        

 




استخراج معادلات فيلتر كالمن
The Kalman gain

   ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( )       (5.68)x n I K n C x n I K n C n K n v n         

:خواهيم داشت)  5.60(در شرط ) 5.68(و ) 5.67(با جايگزيني معادله 

( ) ( ) ( 1)

( ) ( 1) ( ) ( ) 0,                (5.69)

T T T T T

T T T T

E x n z n P n C Q C

K n C P n C K n C Q C K n R
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(5.49) ( ) ( )[ ( ) ],T TP n C K n CP n C R   

1   ( ) ( ) [ ( ) ]                  (5. ): 70T TKalman Ga K n P n C CP nin C R    
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استخراج معادلات فيلتر كالمن
The a posteriori Error Covariance

?( ) ( )P n P n( ) ( 1)okP n P n  

:خواهيم داشت) 5.70(و ) 5.38(و ) 5.37(با استفاده از معادلات 
 ˆ( ) ( ) ( ) .P n Cov x n x n 

 

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

P n Cov x n x n K n Cx n v n Cx n

C I K C K
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 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )                                      (5.71)

( ) ( ) ( )

T T

T T

Cov I K n C x n K n v n

P n K n CP n P n C K n

K n CP n C R K n

  



      
  

   

استخراج معادلات فيلتر كالمن
The a posteriori Error Covariance

:خواهيم داشت) 5.71(در ) 5.70(با جايگزيني رابطه 
(5.70)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0T T T TP n C K n K n CP n C R K n      

   ( ) ( ) ( ) ( )                 (5.72)P n P n K n CP n   
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استخراج معادلات فيلتر كالمن
The a posteriori Error Covariance

:خواهيم داشت) 5.71(در ) 5.70(با جايگزيني رابطه 
(5.70)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0T T T TP n C K n K n CP n C R K n      

   ( ) ( ) ( ) ( )                 (5.72)P n P n K n CP n   
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جمع بندي معادلات فيلتر كالمن
در استفاده از معادلات فيلتر كالمن ابتدا لازم است مقادير اوليه پارامترهاي  

:به اين منظور. برگشتي انتخاب گردند

 ˆ (0) (0)                   (5.73)x E x 

ˆ ˆ(0) ( (0) (0))( (0) (0)) ,                         (5.74)TP E x x x x      

:در اختيار ما نيستند )اميد رياضي ها(با توجه به اينكه مقادير فوق
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 ˆ ˆ(0)  of the value of  (0)  or of  E (0)                  (5.75) x guess x x 

  ˆ ˆ(0)  of  E (0) (0) (0) (0) ,                 (5.76)
T

P guess x x x x       
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جمع بندي معادلات فيلتر كالمن
اما           ماتريسي متقارن  . تاحدودي دور از دسترس است) 5.76(وليكن 

:و مثبت معين است و در بسياري از مواقع انتخاب زير كفايت مي نمايد
(0)P

يا
(0)       0,                         (5.77)P I   

1 2(0) ( ) ,     >0     for  1, 2,...,          (5.78)imP diag i m       
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معادلات فيلتر كالمن
1

      ( ) ( ) ( )                  (5.80)

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (5 81)

 :

T T

Measuremen

K n P n C CP n C R

K C

t Upd eta
 

 

   
       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )                 (5.81)

      ( )= ( ) ( ) ( )                             (5.82)

x n x n K n z n Cx n

P n P n K n C nP 

    


:

ˆ ˆ       ( 1) ( )                          (5.83)

 

T T

Ti

x n x n

me Update
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       ( 1) ( )        (5.84)T Tn n QP P      

       predictionيك مرحله (        )   filteringكالمن فيلتر ارائه شده براي 
.شناخته مي شود فيلتر كالمناست كه به در كل با نام (         ) 

ˆ( )x n

ˆ ( )x n
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معادلات فيلتر كالمن
نوع ديگري از پياده سازي فيلتر كالمن با انتخاب شرايط اوليه به صورت  

:زير صورت مي گيرد
ˆ ˆ(0)  of  (0)              (5.87)x guess x

:Measurement Update

:   

:

ˆ ˆ       ( ) ( 1)             

1

 Tim

s

e Updat

et

x n x n

n

e
   



  ˆ ˆ(0)  of   (0) (0) (0) (0)                (5.88)
T

P guess E x x x x    
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1
     ( ) ( ) ( )   

ˆ ˆ ˆ     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )   

      ( )= ( ) ( ) ( )     

T TK n P n C CP n C R

x n x n K n z n Cx n

P n P n K n CP n

 

 

 

   
    



       ( ) ( 1) T TP n n QP      

معادلات فيلتر كالمن
نوع ديگري از پياده سازي فيلتر كالمن با انتخاب شرايط اوليه به صورت  

:زير صورت مي گيرد
ˆ ˆ(0)  of  (0)              (5.87)x guess x

:Measurement Update

:   

:

ˆ ˆ       ( ) ( 1)             

1

 Tim

s

e Updat

et

x n x n

n

e
   



  ˆ ˆ(0)  of   (0) (0) (0) (0)                (5.88)
T

P guess E x x x x    
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1
     ( ) ( ) ( )   

ˆ ˆ ˆ     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )   

      ( )= ( ) ( ) ( )     

T TK n P n C CP n C R

x n x n K n z n Cx n

P n P n K n CP n

 

 

 

   
    



       ( ) ( 1) T TP n n QP      
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خواص فيلتر كالمن
General Properties:

.  فيلتر كالمن يك سيستم متغير بازمان است - 1
با دسته بندي معادلات فيلتر كالمن، دو دسته معادله مستقل را مي   -2

ائ ا tiا t i :توان ارائه نمود
1

      

ˆ ˆ ˆ      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )                 (5.81)

ˆ ˆ      ( 1) ( )                                  

( ) ( ) ( )                  (5.80

    

)

  

:

  

 

T T

x n x n K n z n Cx

estimate rec

K n P n C C

ursio

P n C R

n

x n x

n

n



 





  

   

 

      (5.83)
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1
( ) ( ) ( )                        

      ( )= ( ) ( ) ( )                              (5.82)

       ( 1) ( )                          (5.

(5

84)

:

.80)T T

T T

P n P n K n CP

K n P n C CP

Covariance Rec

n

u

P n P n Q

n

n C

rsio

R

 



 



    





  

خواص فيلتر كالمن
General Properties:

نشان دهنده اين نكته است كه   Recursion Estimateتوجه به معادلات  - 3
باين معادلات وابسته به مشاهدات نيستند و امكان پيش محاسبه  پيش ن و ي ب ب و ين

.كوواريانس خطا و بهره كالمن بدون هيچگونه مشاهده اي وجود دارد
Riccati Equation:

(5.84)
( 1) ( ) ( ) ( ) ( )

(5 82)
T T TP n P n K n CP n Q n  
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(5.82)

 (5.80) 1
  ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )     (5.89)T T T TP n P n P n C CP n C R CP n

Riccati Equation :

Q n
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خواص فيلتر كالمن
Error Systems

به منظور بررسي پايداري فيلتر كالمن از بررسي خطاي تخمين استفاده مي  
:لذا. شود

 


ˆ[ ( )] [ ( ) ( )]

ˆ ˆ            ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( )[ ( ) ( 1)]

ˆ            ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)                                             (5.90)

                (

E x n E x n x n

E x n n n x n K n z n C x n

E x n n n x n

K n





 

           

       





  
 

ˆ) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( 1)

            ( ) [ ( 1)]

C x n n n v n C x n

I K n C E x n
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 (5.83) [ ( )] ( 1) [ ( )]               (5.92)E x n I K n C E x n    

فرم معادل فيلتر كالمن
با استفاده از لم معكوس سازي ماتريس مي توان معادلات فيلتر كالمن را به 

را ساده   Kalman Smootherنحو ديگري ارائه نمود كه بر اساس آن بتوان
.تر بيان كرده و پايداري فيلتر كالمن را اثبات نمود

1 1 1 1
11 12 22 21 11 11 12 21 11 12 22 21 11   ( ) ( )          (5.93)A A A A A A A A A A A A A

Matrix Inversion Lemma :
      

1ˆ ˆ( ) [ ( ) ] ( )( ( )) ( ) ( ) ( )x n I k n C P n P n x n K n z n     
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1

( ) [ ( ) ] ( )( ( )) ( ) ( ) ( )

ˆ       ( ) ( )) ( 1) ( ) ( )                           (5.94)

ˆ       ( ) ( ( )) ( 1) ( ) ( ) ( )

P n P n x n K n z n

P n P n x n P n K n z n



 

   

     



33

فرم معادل فيلتر كالمن
:از طرفي

1( ) ( ) ( ) [ ( ) ] ( )T TP n P n P n C CP n C R CP n      

:با استفاده از لم معكوس سازي ماتريس

 

1 1 1

1
1 1

( ) ( ( )) ( ( )) ( )

               ( )( ( )) ( ) ( ) ( )( ( )) .

T

T T

P n P n P n P n C

CP n P n P n C CP n C R CP n P n

     


       

  

    

:با ضرب معادله فوق در          ( )K n
1
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11 1 1

1 1

1 1

1

( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )

[ ( ) ][ ( ) ]

[ ( ) ][ ( ) ]

.

T T T

T T T

T T T

T

P n K n P n C R C P n C CP n C R

C I R CP n C CP n C R

C R R CP n C CP n C R

C R

     

   

   



        
  

  



فرم معادل فيلتر كالمن
:را مي توان به صورت زير بازنويسي نمود) 5.94(در نتيجه معادله 

1 1ˆ ˆ( ) ( ) ( ( )) ( 1) ( )           (5.95)Tx n P n P n x n C R z n       

:همچنين 
 

1( ) ( ) ( ) [ ( ) ] ( )T TP n P n P n C CP n C R CP n      

:با استفاده از لم معكوس سازي ماتريس
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1 1 1( ) [( ( )) ]            (5.96)TP n P n C R C    



34

معادلات جديد فيلتر كالمن

ˆ ˆ( ) ( 1)                                                     (5.97)x n x n   
11 1

1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ( ))                                 (5.98)

ˆ ˆ( ) ( ) ( ( )) ( 1) ( )          (5.99)

P (

T

T

P n P n C R C

x n P n P n x n C R z n

n

  

  



   
     

1) ( ) ( )                               (5.100)T TP n Q n     
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The Steady State Kalman Filter (SSKF)

فيلتر كالمن با توجه به تغيير و به روز شدن         ،          و             ذاتا  
.  يك سيستم متغير با زمان است در هر مرحله به روز مي گردد

سيگنال هاي مدل براي حاليكه نويز/در با بازمان نامتغير مشاهدات

( )K n ( )P n( )P n

مشاهدات نامتغير بازمان با نويز /در حاليكه براي مدل هاي سيگنال
stationary  اين مقادير به حالت ماندگاري مي رسند وsteady state 

kalman filter  ايجاد مي گردد.
: با فرض رسيدن به حالت ماندگار و عدم تغيير           

lim ( )                (5.102)P P n 
 


( )P n
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n

  1
(5.89)            (5.103)T T T T

Algebraic Ric

P P P C CP C

cati Equation(ARE)

CP

:

R Q
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The Steady State Kalman Filter (SSKF)

در نتيجه براي           حاصل از حل معادله جبري ريكاتي، بهره كالمن و  
:ماتريس كوواريانس خطا به صورت زير خواهد بود

P


( )                      (5.104)T TK P C CP C R 
   

1

                                       (5.105)

    ( )            (5.106)T T

P P K CP

P P C CP C R CP
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The Steady State Kalman Filter (SSKF)

: )يافتن مدل فضاي حالت)(5.1(مثال
:،           با تابع خودهمبستگيWSSسيگنال  ( )s n

( ) 0.5 ( 1) ( ) 0.5 ( 1),                   (5.107)sR n n n n      

  1( ) 0.5 1 0.5         (5.108)power spectral density
sS z z z   

اندازه گيري سيگنال نيز با حضور نويز سفيد           با واريانس              
.همچنين سيگنال و نويز غيرهمبسته هستند.انجام مي پذيرد

( )n2 2 
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يكي از روش هاي تعيين مدل فضاي حالت، استفاده از تابع چگالي طيفي  
به صورت   

1( ) ( ) ( )s s sS z S z S z  
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The Steady State Kalman Filter (SSKF)

:  )يافتن مدل فضاي حالت)(5.1(ادامه مثال 
با ورودي نويز سفيد با   LTIو مي توان          را به صورت يك سيستم 

فضاي يكمدل به توان مي آن تحقق با و گرفت نظر در واحد واريانس
( )sS z

واريانس واحد در نظر گرفت و با تحقق آن مي توان به يك مدل فضاي  
.حالت دست يافت

:لذا

:درنتيجه

1 1 2 2 1( ) 0.5 1 0.5   (1 ) (1 ) [ (1 ) ].sS z z z a bz a bz a bz b bz            
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:درنتيجه
2 2

4 2

2

(1 ) 1
4 4 1 0

- 0.5

a b
a a

a b

     
 

11 1 1
( )

2 2 2
s

z
S z z


 

   

The Steady State Kalman Filter (SSKF)

: )يافتن مدل فضاي حالت) (5.1(ادامه مثال
1:با استفاده از تحقق رويتگر

( 1) 0 ( ) ( )
2

x n x n n     


.كه            نويز سفيد با ميانگين ثابت و واريانس واحد را نشان مي دهد
:با تعريف بردار حالت جديد به صورت

2
1

( ) ( ) ( )
2

s n x n n



   


( )n

( )s n  
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( )
( ) ,

( 1)

0 1 1/ 2
( 1) ( ) ( 1)

0 0 1/ 2

s n
z n

x n

x n x n n
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The Steady State Kalman Filter (SSKF)

:  )يافتن مدل فضاي حالت)(5.1(ادامه مثال 
0:با فرض                            1 1/ 2

( 1) ( ) ( )
0 0

x n x n n
  

     
   

( ) ( 1)n n  

 
0 0 1/ 2

( ) 1 0 ( ).s n x n

 
    



 ( ) 1 0 ( ) ( )z n x n v n 

هستند ناهمبسته و است، .كه ( ) 2 ( )vR n n( )n( )v n
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.كه                         است،            و              ناهمبسته هستند ( ) ( )v( )n( )v n

The Steady State Kalman Filter (SSKF)
: )2- يافتن مدل فضاي حالت)(5.2(مثال

در اينجا روش دوم استخراج يك مدل فضاي حالت با استقاده از اطلاعات  
.تابع خود همبستگي و تئوري سيستم هاي خطي ارائه مي گردد

white noise

( ) :  impulse responseh n
( )n ( )s n

( ) 0.5 ( 1) ( ) 0.5 ( 1),                   (5.107)sR n n n n      
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2

 
:

1

white noise







  

( ) ( ) ( )sR n h n h n  
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The Steady State Kalman Filter (SSKF)
: )2- يافتن مدل فضاي حالت)(5.2(ادامه مثال

.  خواهد بود 2N-1باشد،          از مرتبه  Nاگر           از مرتبه  ( )h n( )sR n

1

2
a b 

(5.107) 2N  ( ) ( ) ( 1)h n a n b n     

2 2 1,     =0

( ) 1/ 2    = 1

0           otherwise
s

a b n

R n ab n
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0 1/ 2
( )

( )

1/ 2
( 1) ( ) ( 1)

0 0 1

( )
( )

1 0 ( ).

x n xs n
x n

n

n n

s n x n



    

      
  

 
     

 



The Steady State Kalman Filter (SSKF)
: )2- يافتن مدل فضاي حالت)(5.2(ادامه مثال

:   ( 1) ( )assu n nme    ( ) ( )

 

0 1/ 2 1/ 2
( 1) ( ) ( )             (5.109)

0 0 1

( )= 1 0 ( )                                                    (5.110)

x n x n n

s n x n
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 ( )= 1 0 ( ) ( )                                          (5.111)z n x n v n
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The Steady State Kalman Filter (SSKF)
:)SSKFمحاسات در )(5.3(مثال
):  5.2(مثال  SMMبراي 

0 1/ 2 1/ 2
( 1) ( ) ( ) (5 109)x n x n n

    
      

 
 

( 1) ( ) ( )      (5.109)
0 0 1

( )= 1 0 ( )                                            (5.110)

( )= 1 0 ( ) ( )                                  (5.111

( ) 2 (

)

)v

x n x n n

s n x n

z n x n v n

R n n
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 5.103

a c

c bP




 
    




2( 2)
0 1/ 2 1/ 2

.2( 2)
1/ 2 10 0

a b c
a c

a
c b

                   

The Steady State Kalman Filter (SSKF)
:)SSKFمحاسات در )(5.3(ادامه مثال

1b 
1

2
c 

2
2( 2)(1) (1/ 2)

    2 2 7 / 2 0   0.5 2
2 4

a
a a a a

a

 
        


0 0.5 2P a
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12 0.5
0.9142 0.70712

                 (5.112)
1 0.7071 11

2

P




 
           



40

The Steady State Kalman Filter (SSKF)

:)SSKFمحاسات در )(5.3(ادامه مثال
2 1/ 2

0 31372 3 / 2

 
    (5.104) 0.31372 3 / 2

        .         (5.113)
0.24261/ 2

2 3 / 2

K

          
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.2

0.4

0.6

0.8

1
K
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

The Steady State Kalman Filter (SSKF)

:)SSKFمحاسات در )(5.3(ادامه مثال

1

2  

x

xhat

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
-2

-1

0

 

2
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
-1

0

1
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Input-Output form of Kalman Filter

:، كه يك سيستم خطي است SSKFبراي 

 (5.81)
ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) (5 114)x n I K C x n K z n          ( 1) ( ) ( )        (5.114)

(5.83)
ˆ ˆ( ) ( ).                                               (5.115)(5.86)

x n I K C x n K z n

s n Cx n

 

 

       
 

  1
  ( ) [ ] .     (5.116)SSKFH z C zI I K C K
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Causal Wiener filter and SSKF
. منحصر به فرد است causalلازم به ذكر است كه يك تخمينگر خطي و 

:وليكن. لذا، مي توان گفت  دو تخمينگر بالا تقريبا يكي هستند
ˆ ˆ:    (5.115) ( ) ( ) 0 ( ),s n Cx n z nSSKF    ( ) ( ) ( ) ( ),

1

ˆ ( ) ( ) ( )                     (5.117)
n

i

s n b i z n i



  

0

ˆ:   ( ) ( ) ( ).                (5.118  )
n

i

s n a i zCausal Wiener Filter n i
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(0) 0
                                       

(0) 0(5.117)

(5.118) :            one-step prediciotn

: .  fil. teringC W

SSKF

ien r F

b

e

a
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Causal Wiener filter and SSKF
):مقايسه دو تخمينگر در پيش بيني) (5.5(مثال 
 Causal Wiener Filterو  SSKFدو تخمينگر ) 5.3(مثال  SMMبراي 

:به صورت زير خواهند بود
1 - SSKF:

ˆ ˆ ˆ(5.114) ( 1) ( 1) [ ] ( ) ( ).s n Cx n C I K C x n C K z n  
         

1
, ( ) ( )[ ( )]SSKF predH z C I K C zI I K C K C K
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(5.112)
,(5.113) 1

0.1716
( ) ,

1 0.1716SSKF predH z
z

 


Causal Wiener filter and SSKF
):مقايسه دو تخمينگر در پيش بيني) (5.5(ادامه مثال 

2-Causal Wiener Predictor:
( )1

( )
zS z

H
 

,

( )1
( )

( )
sz

Wiener pred
z z

zS z
H z

zS S 


 
  

 

1( ) 1.7071(1 0.1716 )z z zS
  

1( ) 0.5 1 0.5szzS z z z    
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1

( )

( ) 1.7071(1 0.1716 )

1.1714
                0.2929 1.7029 0.2929

0.1716

sz

zS z z

z
z
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Causal Wiener filter and SSKF
):مقايسه دو تخمينگر در پيش بيني) (5.5(ادامه مثال 

2-Causal Wiener Predictor:

, 1 1

1 0.1716
( ) 0.2929 .

1.7071(1 0.1716 ) 1 0.1716Wiener predH z
z z    

 

مقايسه دو تابع تبديل                          و                               نشان از معادل  
.بودن اين دو تخمينگر دارد

, ( )Wiener predH z , ( )SSKF predH z
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ر ن ن و

Causal Wiener filter and SSKF
):filteringمقايسه دو تخمينگر در حالت ) (5.6(مثال 

1-SSKF:
(5.83)

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )I K C K


( )
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ).

(5.114)
x n I K C x n K z n




   



ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),s n Cx n C I K C x n CK z n
     

1
, ( ) ( )[ ( )]SSKF predH z C I K C zI I K C K CK
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(5.112)
,(5.113) 1

0.6863
(5.3) ( ) 1

1 0.1716SSKF filtExample H z
z
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Causal Wiener filter and SSKF
):filteringمقايسه دو تخمينگر در حالت ) (5.6(مثال 

1 -Causal Wiener Filter:
1

,

1
1

1
1

( )1 1 0.5 1_ 0.5
( )

( ) ( ) ( ) 1.7071(1 0.1716 )

1 0.2010
0.2929 0.5355

( ) 0.1716

1
(0.2929 0.5355)

sz
SSKF filt

z z z

z

S z z z
H z

z z z zS S S

z
z zS

z
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1

1

( )
1.7071(1 0.1716 )

0.6863
1 .

1 0.1716

z

z







 


The SSKF estimator:
را در   SSKFدو قضيه اي كه در ادامه ارائه مي گردند، جايگاه استفاده از 

SMM  نامتغير بازمان و با حضور نويز هايStationary روشن مي كنند:

اگر         ماتريسي باشد كه                          و زوج                     :5.1قضيه 
:اگر و فقط اگرآنگاه زوج              آشكارپذير خواهند بود . پايدارپذير باشند

•  SSKF وجود دارد.
•  SSKF بدون باياس خواهد بود.
د• ف به نح د حد نيكحل ه ن ت ادلهث ا ب

Q0
T

Q Q Q  , Q 

 ,C

P
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براي معادله  مثبت نيمه معينيك حل محدود منحصر به فرد         •
.خواهد بود) 5.103(ريكاتي 

.مقدار            مستقل از                 خواهد  بود  •

P

P


(0) 0P 
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The SSKF estimator:
نتيجه قضيه فوق را به منظور سادگي در استفاده از آن به صورت زير مي  

:توان استفاده كرد

اگر               و زوج                    كنترل پذير باشد و زوج          :5.2قضيه 
:رويت پذير باشد آنگاه

•  SSKF وجود دارد.
•  SSKF بدون باياس خواهد بود.
د• ف به نح د حد نيكحل ه ن ت ادلهث ا ب

0Q  , Q  ,C

P
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براي معادله  مثبت نيمه معينيك حل محدود منحصر به فرد         •
.خواهد بود) 5.103(ريكاتي 

.مقدار            مستقل از                 خواهد  بود  •

P

P


(0) 0P 
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باسૡه ৎعاฮی

 تئوري تخمين و فيلترهاي بهينه

Lecture 6

Innovations

.در فصل قبل فيلتر كالمن  به عنوان يك فيلتر برگشتي معرفي گرديد•

ل ف ا

مقدمه

:در اين فصل•
 Innovationمعرفي بحث خطاي تخمين تحت عنوان  –

و اطلاعات موجود در آن در خصوص تخمين Innovationكاربرد  –
Innovationامكان بازنويسي فيلتر كالمن بر اساس تعريف  –

هاي متغير با زمانSMMنحوه استفاده از فيلتر كالمن براي–
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ي بر ن ر ي ز نو ز ب ير ي
شرايط واگرايي فيلتر كالمن –



2

:در فيلتر كالمن•
The Innovations

  ˆ(1) ( 1) ( )
ˆ( )

Z z z
x

x n
n

n     


                                              
( )

( )  z
x n

n




.مي نامند innovationموجود مشاهده         را  اطلاعات جديد•
همچنين اطلاعات جديد موجود در هر مشاهده تشكيل يك سيگنال  •

.گويند innovationsتصادفي مي دهند كه به آنها 

( )z n
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• innovations  داراي خواص جالب توجهي هستند و ديدگاه جديدي را
.نسبت به مساله تخمين ايجاد مي نمايند

: innovationsتعريف •
The Innovations

ˆ( ) ( ) ( )          (6.1)n z n Cx n  

ˆ       ( ) ( )             (6.2)z n z n 

از مشاهده         با   LMMSEدر اين تعريف          عبارت است از تخمين 
:استفاده از        

( )z n ˆ ( )z n

Z 

ˆˆ ( ) ( )              (6.3)z n Cx n 
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:با توجه به اينكه

 
( ) ( ) ( )

ˆ ( ) ( ) 0
ˆ ˆˆ ( ) ( ) ( )

z n Cx n v n
v n E v n

z n Cx n v n


  

  
  

  



3

: innovationsاطلاعات جديد در•
Innovations  حاوي اطلاعات جديدي از مشاهده        است كه به صورت

.خطي قابل پيش بيني خطي از        نيست

The Innovations

( )z n

Z 

ˆ( ) ( ) ( )z n z n n 
•Orthogonality :

innovations بر مشاهدات عمود است.

ˆ ˆ: ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )Proof T TE i E i       

( ) ( ) 0,      1, 2,..., -1.         (6.4)TE n z i i n    
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: ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )

ˆ                     

Pr

    = ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ                        = ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) =0      (6. )

oof

8

T T

T

T T

E n z i E z n z n z i

E Cx n v n Cx n z i

CE x n x n z i E v n z i






       
   
       

The Innovations

•Uncorrelatedness/White Noise:
( ) ( ) 0 (6.5)TE i j i j     ( ) ( ) 0                    (6.5)E i j i j    

ˆ  ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )

ˆ                  = ( ) ( ) ( ( )) ( )

Proof:
T T

T T

E i n E z i z i n

E z i n E z i n

  

 





       
      

Estimation Theory                                      
by Dr B. Moaveni

6

1

1

                  = ( ( ) ( ) ( )E ( ( ) ( ) =0          (6.14)
i

T T
j

j

E z i n A j z j n 




   

      



4

•innovations حاوي اطلاعات معادل اطلاعات مشاهدات هستند.
The Innovations

   :   Linear Combination of (1) ( )(1) ( )z z n n 

•Orthogonality :
innovations بر مشاهدات عمود است.

( ) ( ) 0,      1, 2,..., -1.         (6.4)TE n z i i n    
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•Uncorrelatedness/White Noise:
( ) ( ) 0                    (6.5)TE i j i j     

: LMMSEتخمين •
به عنوان نتيجه اي از خواص قبلي  

The Innovations

1n

:LMMSE تخمين بازگشتي•

  1

1

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )               (6.6)
n

T T

j

x n E x n j E j j j   




       

  1
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )       (6.7)T Tx n x n E x n n E n n n   
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- لازم به ذكر است كه مجموعه                            شامل اطلاعات موازي* 
،                              innovationsتكراري است، در حاليكه در مجموعه 

.چنين اطلاعاتي وجود ندارد

 (0), , ( )z z n
 (0), , ( )n 



5

:innovationsكاربرد جالب توجه •
امكان مشاهده و بررسي نحوه عملكرد فيلتر كالمن با استفاده از  

.innovationsخاصيت سفيد بودن سيگنال 

بررسي خطا

البته لازم است                                باشد تا بدون باياس بودن تخمين  • ˆ (0) (0)x E x 

ˆ( ) ( ) ( )
                (6.28)              

ˆ         = ( ) ( )

n z n z n

x n Cx n

 



 


( ) should be zero mean white noise        n
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.تضمين گردد
اگر سيگنال        نويز سفيد نباشد لازم است طراحي فيلتر مجددا  •

به عبارت ديگر اين امكان وجود دارد كه مدل دقيق نبوده . صورت پذيرد
.باشند correlatedيا /باشد يا نويزهاي         و          رنگي و

 ( ) ( )

( )n

( )n( )v n

:مدل حالت متغير با زمان•

Time-varying State Modeled and          
Non-stationary Noises

0( 1) ( 1, ) ( ) ( ) ( ), (0) , (6.29)x n n n x n n n x x     

. كه                         ،            و              توابع معلوم غير تصادفي هستند
:همچنين

0( 1) ( 1, ) ( ) ( ) ( ),    (0) ,           (6.29)x n n n x n n n x x   

( ) ( ) ( ),                                                           (6.30)s n C n x n
( ) ( ) ( ),                                                     (6.31)z n s n v n 

( )C n ( 1, )n n ( )n
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ن چ
( ) ( ) ( ) ( ),                   (6.32)TE i j Q i i j      

( ) ( ) ( ) ( ),                (6.33)TE v i v j R i i j    
.هستند nكه            و              توابع معلومي از  ( )Q n( )R n



6

كالمن فيلتر براي سيستم متغير به زمان•

Time-varying State Modeled and          
Non-stationary Noises

Measurement Update:Measurement Update: 

Time Update:

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )               (6.34)T TK n P n C n C n P n C n R n

    

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )                       (6.35)x n x n K n z n C n x n     
( ) ( ) ( ) ( ) ( )                              (6.36)P n P n K n C n P n  
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Time Update: 

ˆ ˆ( 1) ( 1, ) ( )                                                          (6.37)x n n n x n    

( 1) ( 1, ) ( ) ( 1, ) ( ) ( ) ( )          (6.38)T TP n n n P n n n n Q n n        

: مثال

Time-varying State Modeled and          
Non-stationary Noises

0.2 0 1 0.4 1 0.2 0.5

1.2 0.4 0.3 ,       0.5 ,       0.1 0.1 0.1

0 0.4 0.2 0.3 0 0 2

C

     
               
          

  
0 0.4 0.2 0.3 0 0 2

4,      80 66 25Q R diag

          
 

0 20 40 60 80 100 120
-5

0

5

10

 

 

x

xhat

10
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0 20 40 60 80 100 120
-5

0

5

0 20 40 60 80 100 120
-4

-2

0

2



7

: مثال

Time-varying State Modeled and          
Non-stationary Noises

0.2 0 1 0.4 1 0.2 0.5

1.2 0.4 0.3 ,       0.5 ,       0.1 0.1 0.1

0 0.4 0.2 0.3 0 0 2

C

     
               
          

  
0 0.4 0.2 0.3 0 0 2

4,      80 66 25Q R diag

          
 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
-50

0

50

20

Estimation Theory                                      
by Dr B. Moaveni

13

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
-40

-20

0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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Nonlinear Estimation
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.  هاي خطي معرفي گشت     SMMدر بخش هاي قبلي فيلتر كالمن براي         •
 ها به صورت غيرخطي بيان مي      SMMوليكن در بسياري از موارد       

.  شوند
Extended Kalmanلذا در اين بخش به معرفي     • Filter    خواهيم 

.پرداخت  

مقدمه



Estimation Theory                                      
by Dr B. Moaveni

3

 غيرخطي  SMMمعرفي   •
The Extended Kalman Filter

( ) :         zero mean white noise

        ( ) ( ) ( );

where,   :  covariance matrix

T
m m

n

E i j Q i j

Q



      

( ) :         zero mean white noise

       ( ) ( ) ( );

where,   :  covariance matrix

T
p p

v n

E v i v j R i j

R

    

( 1) ( ( )) ( )              (8.1)

( ) ( ( )) ( )                       (8.2)

x n x n n

z n x n v n

 


  
  

( )  and ( ) :   uncorrellatedv n n
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 غيرخطي  SMMمعرفي   •
The Extended Kalman Filter

1 1

1 1

( 1) ( ( )) ( )               (8.1)

( ) ( ( )) ( )                        (8.2)
m m

p p

x n x n n

z n x n v n

 


 

 

   
  

1

2

( )

( )
( )

( )m

x

x
x

x








 
 
 
 
 
 



1

2

( )

( )
( )

( )p

x

x
x

x








 
 
 
 
 
  



( ), ( ) :  scalar valued functionsi jx x 
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مشاهدات را براي     /با توجه به اينكه فيلتر كالمن مدل خطي سيگنال      •
 SMMتخمين در نظر مي گيرد مي توان از مدل خطي سازي شده          

:لذا. استفاده نمود   

مشاهدات/خطي سازي مدل سيگنال

 ˆ ˆ ˆ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ...            (8.3)x n x n J x n x n x n    

1

2

( )

( )
( )

( )m

x

x
x

x








 
 
 
 
 
 



1

2=

m

x

x
x

x

 
 
 
 
 
 



1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2

 ( )               (8.4)

m

m

m m m

m

x x x

x x xJ x

x x x
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: به طور مشابهي براي تابع             حول         خواهيم داشت      •
مشاهدات/خطي سازي مدل سيگنال

ˆ ˆ ˆ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ...            (8.5)x n x n J x n x n x n         

( ( ))x n

: در نتيجه•

ˆ ( )x n

 ˆ ˆ ˆ( 1) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( )            (8.6)x n x n J x n x n x n n     

ˆ ˆ ˆ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( )            (8.7)z n x n J x n x n x n v n        

استفاده مي     ) EKF( و از اين مدل جهت اعمال فيلتر كالمن توسعه يافته         
. شود
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• Time Update:

The Extended Kalman Filter

از      a prioriمشابه استخراج معادلات فيلتر كالمن در اين مرحله تخمين          
:            ارائه مي گردد  ˆ ( )x n

 ˆ( ) ( ) | 0Unbiased Estimation E x n x n Z     

ˆ ( ) ( )           (8.8)x n E x n Z    

 ˆ ˆ ˆ( ( 1)) ( ( 1)) ( 1) ( 1) ( -1)          (8.9)E x n J x n x n x n n Z           

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ( 1)) ( ( 1)) ( 1) ( 1)

           + (n-1)                                              

x n x n J x n E x n x n Z

E Z
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• Time Update:

The Extended Kalman Filter



 ˆ( 1) ( 1) 0Unbiased Estimation E x n x n Z       

( 1) 0E n Z     

ˆ ˆ( ) ( ( 1))x n x n  

در بخش به روز رساني زماني لازم است تخمين ماتريس كوواريانس             
لفظ شرطي به اين دليل اضافه مي گردد كه       . شرطي نيز محاسبه گردد    

از مدل خطي سازي شده و به ازاي مشاهدات         اين ماتريس           
. محاسبه مي گردد   

Z 
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• Time Update:

The Extended Kalman Filter



ˆ( ) ( ) ( )                                      (8.11)P n Cov x n x n Z Z       

ˆ ˆ( ( ) ( ))( ( ) ( ))                   (8.12)TE x n x n x n x n Z      

ˆ ˆ ˆ( ) ( ( 1)) ( ( 1)) ( 1)+ ( -1) - (  )P n Cov x n J x n x n n x n Z          

ˆ( ) [ ( ( 1)) ( 1) ( -1) ]            (8.13)P n Cov J x n x n n Z       

:با توجه به استقلال خطاي تخمين از نويز فرايند خواهيم داشت          
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• Time Update:

The Extended Kalman Filter

:در صورتيكه 
ˆ ˆ    ( ) ( ( 1) ( 1) ( ( -1)) ( -1)                 (8.14)T TP n J x n Cov x n Z J x n Q n 

        

ˆ( ) ( )  = ( ) ( )             (8.15)P n Cov x n Z Cov x n x n Z       

: آنگاه

ˆ ˆ( ) ( ( 1) ( 1) ( ( -1)) ( -1)             (8.16)T T
cP n J x n P n J x n Q n
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• Measurement Update:

The Extended Kalman Filter

 در اين مرحله با فرض بدون باياس بودن تخمين          و متعامد بودن        
       به دنبال خطاي تخمين          بر مشاهدات                                      

:يافتن تخمين          به صورت زير خواهيم بود     

ˆ ( )x n

( )x n( 1), , (2), (1)z n z z 
ˆ( )x n

ˆ ( ) ( ) ( ) ( )            (8.17)x n b n K n z n 

:با توجه به اينكه تخمين          بدون باياس است لذا    ˆ( )x n

ˆ( ) ( ) 0E x n x n Z   
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• Measurement Update:

The Extended Kalman Filter

:در معادله قبل  )  8.17( و ) 8.7( با جايگزيني معادلات     

ست نه لازم به ذكر است كه          ثابت است چرا كه فقط به      وابسته ا        
:    در نتيجه. به         آخرين مشاهده
ˆ ( )x n

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) 0E x n b n K n x n J x n x n v n Z            

Z 

( )z n

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))

                                [ ( ) ] ( )   [ (        

[ ( ) ]

  (8.1 )) ] 8

E xb n E b n Z K n

E

x n K n J x n

E

n Z

vK nn Zx n Z
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• Measurement Update:

The Extended Kalman Filter

در حاليكه  
 [ ( ) ] 0Unbiased Estimation E x n Z 

[ ( ) ] 0E v n Z 

ˆ( ) ( ) ( ( )) [ ( ) ]b n K n x n E x n Z    

(8.8) ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ( ))b n x n K n x n  

(8.17) ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ( ))]            (8.19)x n x n K n z n x n   
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• Measurement Update:

The Extended Kalman Filter

: براي يافتن ماتريس           از اصل تعامد استفاده مي شود           ( )K n

(8.19)

 ˆ( ) ( ) ( ) 0,     1,..., .         (8.20)TE x n x n z i Z i n    

 ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) 0,     1,..., . TE x n x n K n z n x n z i Z i n         

 ˆ  ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) 0,     1,..., .    (8.21)TE x n K n z n x n z i Z i n         


كه
( ) ( ) 0,             1, 2, , 1TE x n z i Z i n      
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• Measurement Update:

The Extended Kalman Filter

): 8.7(لذا براي                و با استفاده از رابطه          i n

 
 

ˆ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ          ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) =0        (8.22)   
T

E x n K n J x n x n K n v n

x n J x n x n v n Z





  

  

  
   

 



:با توجه به شرط بدون باياس بودن تخمين و مستقل بودن از مشاهده     

            ( )   ( ) 0                     E x n Z Z E x n Z Z            

( )z n
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• Measurement Update:

The Extended Kalman Filter

:را مي توان به صورت زير بازنويسي نمود   )  8.22( رابطه 
ˆ ˆ ˆ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ) 0T TP n J x n K n J x n P n J x n K n R n  

      

:  عبارت خواهد بود از    EKFدر نتيجه بهره فيلتر كالمن در     
1

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )        (8.23)T TK n P n J x n J x n P n J x n R n  
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• Measurement Update:

The Extended Kalman Filter

:همچنين براي ماتريس كوواريانس شرطي خطا خواهيم داشت            

: خواهيم داشت   ) 8.23(با جايگزيني از رابطه      

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )

ˆ ˆ        ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( )

ˆ ˆ            + ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( )                  (8.24)

T T

T T

P n Cov x n x n K n J x n x n v n Z

P n P n J x n K n K n J x n P n

K n J x n P n J x n R n K n



 

 

 

    

  

       
  

  



ˆ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )            (8.25)P n P n K n J x n P n
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• Measurement Update:

The Extended Kalman Filter

ˆ( ) ( ) ( ( )) ( )                                          (8.28)P n P n J x n P n
   

1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ( ))[ ( ( )) ( ) ( ( )) ( )]      (8.26)T TK n P n J x n J x n P n J x n R n  
      

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ( ))]                                      (8.27)x n x n K n z n x n   

• Time Update:
ˆ ˆ( 1) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )         (8.29)T TP n J x n P n J x n Q n 

     

ˆ ˆ( 1) ( ( ))                                                       (8.30)x n x n  
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مثال 
The Extended Kalman Filter

1

1 1 2

( )
20

2 2 2 3

3 3

1

( 1) ( ) ( ) ( )

( 1) ( ) ( ) ( ) ( )
2

( 1) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x k

x k x k x k k

x k x k e x k x k g k

x k x k k

y k x k v k





 





   

     


  
 

0 0.0034

32.2

32000

100

0

g

R

Q











1 1 1( ) ( ) ( )
2 20 0
2 3 0 2 3 2

1 1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 0 1

x k x k x k

J e x k x k e x k x k e x k  


 


  

 
 
 
 
 
  

 1 0 0J 
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ادامه مثال  
The Extended Kalman Filter
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ادامه مثال  
The Extended Kalman Filter
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ادامه مثال  
The Extended Kalman Filter
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• Measurement Update:

The Iterated Extended Kalman Filter

1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ( ))[ ( ( , )) ( ) ( ( , )) ( )]

ˆ ˆ ˆ( , 1) ( , ) ( )[ ( ) ( ( , ))]    

ˆ( , 1) ( ) ( ) ( ( )) ( )         

T TK n P n J x n J x n i P n J x n i R n

x n i x n i K n z n x n i

P n i P n K n J x n P n

  





     

  

   

 

   

  

• Time Update:

ˆ ˆ( 1) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )

ˆ ˆ( 1) ( ( ))   

T TP n J x n P n J x n Q n

x n x n

 







    

 

ˆ ˆ( ,0) ( )

( ,0) ( )

x n x n

P n P n

 

 





( ) ( , 1)

ˆ ˆ( ) ( , 1)

P n P n N

x n x n N





 

 

i N
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مثال 
The Extended Kalman Filter

1

1 1 2

( )
20

2 2 2 3

3 3

1

( 1) ( ) ( ) ( )

( 1) ( ) ( ) ( ) ( )
2

( 1) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x k

x k x k x k k

x k x k e x k x k g k

x k x k k

y k x k v k





 





   

     


  
 

0 0.0034

32.2

32000

100

0

g

R

Q











1 1 1( ) ( ) ( )
2 20 0
2 3 0 2 3 2

1 1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 0 1

x k x k x k

J e x k x k e x k x k e x k  


 


  

 
 
 
 
 
  

 1 0 0J 
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The Iterated Extended Kalman Filter

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
-50

-40

-30

-20

-10

0

10

20

30

40

50
Estimation Error

 

 

e1

e2
e3

Estimation Theory                                      
by Dr B. Moaveni 26

The Iterated Extended Kalman Filter
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The Iterated Extended Kalman Filter
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The Unscented Kalman Filter
از خطي سازي با استفاده از دو          ) EKF(در فيلتر كالمن توسعه يافته     

جمله اول بسط تيلور به منظور تخمين استفاده مي شود كه اين امر         
موجب مي گردد فيلتر كالمن به صورت محلي تخمين صحيحي را              
ارائه نمايد و در حالت كلي مساله تخمين بهينه به يك تخمين زير     

. بهينه تبديل مي گردد 
 ارائه     unscentedبر پايه تبديل ، UKF به منظور رفع اين مشكل فيلتر      

. مي گردد 
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The Unscented Kalman Filter

UT                  عبارت است از روشي براي محاسبه خواص استاتيكي متغيرهاي 
به اين منظور  . تصادفي كه از يك تابع غيرخطي عبور نموده اند       

Unscented Transformation (UT)

1 ( )L f  x y x

1

( )

cov( )L

mean



   x

x x
x

x P

 sigma به منظورمحاسبه خواص استاتيكي     ، ماتريس     شامل             ،          
vectors  به صورت زير تعريف مي شود       :

y

i
2 1L 
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Unscented Transformation
Unscented Transformation (UT)

امين ستون از ريشه دوم ماتريس   iكه                                عبارت است از     
 براي محاسبه آن مي توان    Choleskyكه از تجزيه                             (

: در اين معادلات  .) استفاده نمود   

 
 

0

( ) ,            1, ,

( ) ,           1, , 2 1

i i

i i L

L i L

L i L L



 

  



   

     

x

x

x

x P

x P





 ( )iL  xP

 L  xP

2 ( )         : scailing parameterL L    
410 1        : Determine the spread of sigma point  

3-         : Secondary scailing parameter
usually

L 
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Unscented Transformation
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Unscented Transformation
:با نگاشت      ها تحت تابع غيرخطي      

:  زدميانگين و كوواريانس     را با استفاده از توابع زير مي توان تقريب            

if
( )i if y

y
2

( )

0

L
m

i i
i

W


y y

  
2

( )

0

L
Tc

i i i
i

W


  yP y yy y

:كه

 

( )
0

( ) 2
0

( ) ( )

1

1
,      1, 2, , 2

2

m

c

m c
i i

W
L

W
L

W W i L
L
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The Unscented Kalman Filter
 كهUT عبارت است ازيك تخمين بازگشتي از         UKFفيلتر  

 :
k

a a
k k k

k

sigma matrix 
 
   
  

x

x

v
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The Unscented Kalman Filter
: براي سيستم غيرخطي   

:  در حالت كلي عبارت است از     UKFو معادلات   

 
 

1 , ,

,

k k k k

k k k


 




x F x u ω

y H x v

 

  

0 0

0 0 0 0 0

0 0

0 0 0 0 0 0

ˆ

ˆ ˆ

ˆ 0 0

ˆ ˆ ˆ0 ,     0 0

0 0 0

 :

T

Ta a a a a a a

E

E

E E E

Initialize with

   
  

    
  

   
                 
      

x x

P x x x x

x P

x x P x x x x Q

R
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The Unscented Kalman Filter

   

  

1 1 1 1

1 1 1

2
( )

,
0

2
( )

, ,
0

1

( )
,

  1, 2, ,

ˆ ˆ ˆ                ( ) ( )

( , , )

ˆ

ˆ ˆ

ˆ

 :

( , )

a a a a
k k k k

x x
k k k k

L
m x

k i k i
i

L Tc x x
k i k i k k i k

i

x v
k k k

m
k i k

Time Update

for k

L L

F

W

W

H

W



  

  



 

 

   


  

 



    



 




 

      





  









x xx x P x P

u

x

P x x

y



y

y
2

0

L

i
i
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The Unscented Kalman Filter

  

  

2
( )

, ,
0

2
( )

, ,
0

1

ˆ ˆ

ˆ

 

ˆ

:

ˆ

ˆ ˆ( )

k k

k k

k k k k

k k

L Tc
i k i k k i k

i

L Tc x
i k i k k i k

i

k

k k k k k

T
k k k k

Measurement Update

W

W 

   



   





 



  

  

 

  

  





y y

x y

x y y y

y y

P y y

P x y

P P

x x y y

P P P

 

 

 

y y

y

,       ,            

x

a a

v

where 


 



  
      
     

x

x ω

v
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The UKF additive zero mean noise
:  براي نويز جمع شونده عبارت است از     UKF معادلات   

 

0 0

0 0 0 0 0

:

ˆ

ˆ ˆ
T

E

Initialize i

E

w th

   
  

    
  

x x

P x x x x

   1 1 1 1 1 1

  1, 2, ,

ˆ ˆ ˆ                ( ) ( )k k k k k k

for k

L L       

 

      x x P x P
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The UKF additive zero mean noise

  

   

*
1 1

2
( ) *

,
0

2
( ) * *

, ,
0

* * *
,0 ,0

2
( )

,
0

( , )

ˆ

ˆ ˆ

augment sigma point:

( ) ( )

ˆ

 

( )

:

k k k

L
m

k i k i
i

L Tc
k i k i k k i k

i

k k k k

x
k k

L
m

k i k i
i

Time Upda

W

te

W

L L

W

 



 

     




 

 



    



   

 

 







  

      










F u

x

P x x

Q Q

H

y

y

y
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The UKF additive zero mean noise

  

  

2
( )

, ,
0

2
( )

, ,
0

1

ˆ ˆ

ˆ

 

(

:

ˆ
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مثال 
The UKF
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مثال 
The UKF
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مثال 
The UKF
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 تئوري تخمين و فيلترهاي بهينه    

Lecture 8

The correlated noise
Identification

Adaptive Kalman filtering

ی عا ه  ฮبا ৎ ૡس
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 بودن نويز فرايند و نويز  uncorrelatedدر بسياري از كاربرد ها فرض         •
: اندازه گيري فرض صحيحي نيست به عبارت ديگر        

The Correlated Noises

 ( ) ( ) ( )SE i v j i j  

( )  and ( ) :   correllatedv n n

در تمام   با توجه به اينكه        و         نويز سفيد هستند اين دو سيگنال     
 correlated آنها  n نيستند بلكه در زمان هاي خاص      correlatedزمان ها   

. هستند با ماتريس كوواريانس         

( )n ( )v n

S
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: معادلاتي از فيلتر كالمن كه تغيير نمي كنند      •
The Correlated Noises

: تخمين نويز فرايند 
) 5.83(با توجه به رابطه  

 ( ( ) 0)E x n v n 
1

      ( ) ( ) ( )                  (5.80)

ˆ ˆ ˆ      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )                 (5.81)

      ( )= ( ) ( ) ( )                              (5.82)

:

T T

Measuremen

K n P n C CP n C R

x n x n K n z n Cx n

P n P n K n C

t Upd e

n

t

P

a
 

 

 

   
    



?

(5.83) ˆ ˆ( 1) ( ˆ ( )       ) (7.18)nx n x n     
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 innovationsبه منظور تخمين نويز فرايند مشابه تخمين        مي توان از      
 : innovationsبا توجه به تعريف  . استفاده نمود   

The Correlated Noises

)):6.22(معادله   (مشابه تخمين بازگشتي حالت ها     

( )x n

ˆ ( ) 0

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
v n

n z n Cx n v n z n Cx n
 

      

  1ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) cov( ( )) (  )        (6.22)Tn n E n n n n          

:مجددا مشابه قبل و با توجه به نويز سفيد بودن               
ˆ ( ) 0n 

( )n0
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همچنين  
The Correlated Noises

): و همچنين  ) ( ) ( )T TE n n CP n C R      

:و در نتيجه 

 ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                       ( ) ( )

T

T

E n n E n Cx n v n Cx n

E n v n S

  



        
   

1
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )           (7.20)Tn S CP n C R z n Cx n
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):7.18(در  ) 5.81( و  ) 5.80(، )7.20(با جايگزيني معادله    
The Correlated Noises

:)a priori estimation( و در نتيجه  

 
1
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S CP n C R z n Cx n
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:   Kalman gain for correlated n( se) oicK n
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c
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The Correlated Noises

:)a priori error covariance( و در نتيجه  
  ˆ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )c cx n K n C x n n K n v n      

: در نتيجه ماتريس كوواريانس خطاي تخمين عبارت خواهد بود از           

   ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                  ( ) ( )

T T T
c c c c

T T T
c c

P n K n C P n K n C Q K n RK n

SK n K n S

         

  
:با جايگزيني           خواهيم داشت      

( 1) ( ) ( ) ( ) ( )T T T T
c cP n P n Q K n CP n C R K n           

( )cK n
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Kalman Filter for the Correlated Noises
:در نتيجه معادلات فيلتر كالمن عبارت خواهد بود از          

1
      ( ) ( ) ( )                  (5.80)

ˆ ˆ ˆ      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )                 (5.81)
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شناسايي سيستم با استفاده از فيلتر كالمن      
: براي يك سيستم خطي با معادله تفاضلي      

1 0
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شناسايي سيستم با استفاده از فيلتر كالمن      
: و معادله فضاي حالت متناظر عبارت است از         

.در اين حالت مساله آماده استفاده از فيلتر كالمن است          

( 1) ( )

( ( )) ( ) ( )T

x n x n
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شناسايي سيستم با استفاده از فيلتر كالمن      
): شناسايي سيستم   ( مثال 
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شناسايي سيستم با استفاده از فيلتر كالمن      
1): شناسايي سيستم   ( مثال 
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تخمين خواص استاتيكي نويز    
به منظور استفاده صحيح از فيلتر كالمن در تخمين سيگنال، لازم است                 

. خواص استاتيكي نويز فرايند و نويز مشاهدات مشخص باشد        
در اين بخش معادلاتي ارائه مي گردد كه بر اساس آن تخميني بازگشتي            

. ارائه مي گردد   (     ) و نويز فرايند    (    ) از كوواريانس نويز مشاهدات       RQ

R(    ) تخمين ماتريس كوواريانس نويز مشاهدات       

 ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n z n Cx n C x n x n v n Cx n v n         

  ( ) ( ) ( ) ( )        (R.1)T T
rS n E n n CP n C R       
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تخمين خواص استاتيكي نويز    
: از طرفي  
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تخمين خواص استاتيكي نويز    
Q (    ) تخمين ماتريس كوواريانس نويز فرايند       

 ˆ ˆ ˆ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )q n x n x n x n x n x n x n w n          

  ( ) ( )                   (Q.1)T
qS n P n Q   

     
1

1

1 1 1ˆ ˆ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

1
where,     ( )                                                                  (Q.2)
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Adaptive Kalman filtering
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تخمين خواص استاتيكي نويز    
:مثال
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تخمين خواص استاتيكي نويز    
:ادامه مثال  
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تخمين خواص استاتيكي نويز    
:ادامه مثال  
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